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摘 要 ：置换杨图本质上是A．Postnikov在研究完全非负 Grassnann元胞及其元胞分解时所定义的]一图(]一 

diagram)的一个子集．它的发现引起许多组合学者的关注和研究，其中 L．K．Williams和 E．Steingri—sson是最先关 

注这类组合结构的，他们在研究它的组合性质时发现了它与置换群之间存在着一一对应关系 从置换杨图本身 

的结构出发按照行递归的方式给出了 是一一映射的一个新方法，利用这种方法可简单地将任意的一个排列 ∈ 

s 分解成若干圈的乘积形式，并且每个圈中的元素都是按递减顺序排列． 

关键词：置换杨表；排列；双射 

中图分类号 ：O157．1 文献标志码：A 

文献[1]在讨论矩阵完全正定性和平面有向网络之间的联系时，发现平面有向网的反边界问题与完全 

非负格拉斯曼流形(total1ynonnegative Grassmannian)之间有着 自然的联系．之后 ，在研究完全非负格拉斯 

曼流形的元胞分解时，在杨图(youngdiagram)的基础上定义了一类与完全非负格拉斯曼流形元胞之间存在 

着一一对应关系的图(diagram)，即]一图(]一diagram)．这类图是通过在杨图的每个方格里填充 0或 1得到 

的，并使得它满足如下条件(即]一性质)：设a，b和f是依次填充在给定的3个方格( ，J)，( ，k)和(1，k)中的 

数字，其中i，J，k满足z<i， <志．如果有a，c≠0，那么 6≠0(如图 1)． 

A．Postnikov在文献[1]中不仅证明了]一图与完全非负格拉斯 

曼流形元胞之间存在一一对应关系 ，而且还证明了它与彩色排列之 

间也存在着一一对应关系．后来，在对完全正定格拉斯曼元胞的计 

数[2 问题进行研究时，L．K．w．1liams得到了关于]一图的几类统计 

量的生成函数，这恰好等价于按彩色排列的几种统计量进行计数时 ． 

所得到的生成函数．因为普通排列是彩色排列的一个子集，于是 

L．K．Williams通过对彩色排列生成函数的限制性变换得到了欧拉 

数 ． ( ． 是，z阶对称置换群 S 中具有k个弱胜位的排列数)的一 
种新的 模拟． 图1]一图(]性质) 

文献E3]比较详细地研究了置换杨图这种组合对象，并通过建立一一映射的方式将它和排列紧密地联 

系在一起，使排列统计量和置换杨图的某个结构特点对应起来，便可以通过研究具有某种特定结构的置换杨 

图来达到研究有关限制性排列和集合划分的目的．之后，文献[4—6]不仅发现了它与统计力学中的非对称排 

斥过程有着紧密的联系，而且还发现了它与组合霍普夫代数之间的联系_7]，除此之外，一些学者利用置换杨 

图的结构解决了相关的组合数学问题．国内外许多学者又发现了有关置换杨图的更多结果l8 ．随着人们 

对这种新的组合对象的更加深入地研究，置换杨图将会有更广阔的应用前景． 

1 置换杨图的概念与表示 

设 n是一个正整数，”的一个弱无序分拆(通常简称为弱分拆)是指满足 三三=⋯ 三三=0和 一∑ 
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的非增序列 一( ， ，⋯， )，其中 (1 iX )是整数．通常把 的一个弱无序分拆 简记为 t- ，并称 

m是该分拆的长度．Ferrers图可以直观清楚地表示 的一种分拆．这种表示方法就是先将分拆的每一部分 

(1<i )用一行 个小黑点表示出来 ，然后再按左对齐的方式堆积起来，例如 13一(5，3，2，2，1)就可以 

用 Ferrets图表示成如图 2(b)的形式． 

杨图y与 Fetters图类似，也是定义在整数分拆的基础上 

的．它实际上是将分拆 卜__n的Ferrers图中的小黑点换成方格 ● ● ● ● ● 

而得到的．如果杨图y是通过分拆 卜_ 的Ferrers图而得到的， ● ● ● 

那么称杨图Y的形状为 ，并记之为 (如图 2(a))．由图 2不难 ● ● 

发现，给定一个形状 ，便在 中唯一对应着一条从 右上角 ● ● 

2 置换杨图与排列之间的关系 

设 s 表示所有 长排列的集合，PT( )==={ ： 卜 }．那么，s 和P丁(”)之间自然地存在着一一对应 

关系．这里将给出一个从 PT( )到 S 的一个一一映射 ．这个映射最初是由E．Steingrimsson和 L． 

williams提出来的，但是他们对这种映射 的描述比较复杂．为此，定义一种路，实际上属于格路的一种． 

定义2[zigzag路] 设 P—S 一S ，S(resp． )和 E(resp．一)分别表示向南走和向东走的一个单位 

长度 ，如果 s ∈ {S，E}( 一 1，2，⋯， )，那么称 P是一条长度为P的 zigzag路． 

注意，这里的zigzag路的起点无关紧要，只要满足行走方向以及每一步的长度都相同的要求即可．下面 

利用 zigzag路给 一个更简洁的描述方式． 
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图3转换杨图7’ (a)及其矩阵表不(b) 

定理 1[3 设 P丁(72)一 { 一 ，其中 是对于分拆为 卜n的置换杨图，s 表示{1，2，⋯， )上的全体 

排列构成的集合．那么 存在一个从 PT(，z)到 S 的一一映射 ． 

先给出从 PT( )到S 的映射 的构造方法． 

任给一个置换杨图 ， 一 ( ， z，⋯， )，则 有k行 列．为方便起见，记 一 ，这里 ，2一k+ 

． 定义 ：PT(，z)卜 S 如下：V Tk．E PT( )，令 L—L(Tk．)．不失一般性，可设L一 {1，2，⋯， }． 

第 1步：Vi E L(Tk)，若 i是 T 的列(或行)标号，则从 i所在的位置出发，先沿着它所在的列向南(或 

向东)走，中途只能向南和向东两个方向转弯．若前进的过程中遇到0则不改变行进的方向，否则每遇到一个 

1就改变一次方向(只能向南或向东)，直到走出 的自右上角到左下角的边界P—P P。⋯P 为止．如果走 

出去时遇到P的边界是P ，就定义 zr(i)一J，并称从 i到P 的向南向东的路为zigzag路 P( )． 

第 2步 ：V i E L(T )，如果 i是全 0 ． 

行或空行 的标号 ，则定 义 re(i)一 i(如 
l 

图 4)． 4 

定义 3 (弱胜位，亏位) 设 re一 -．g 

丌(1)丌(2)⋯丌( )∈ S ，如果存在 i E 7 

[ ]使得re(i) i，则称i是个弱胜位．否 8 

则 ，称之为一个亏位． 11 

根据 的定义，不难发现如果 i∈ 12 

[ ]标记的是 的某个行，那么有 

z‘ 
_  

O 

P14 

lO 9 6 3 2 

再T p1 

·—。。。’ 丌=(Jr1，Jr 2 7Jr 3，Jr 4， 5，⋯，盯l3' 1 4) 

=(1O，l，2，4，12，⋯，5，14) 

(T )( )===re(i) i，特别地，空行和 图4双射t／．t：PT(n) S 

全零行对应于排列丌中的固定点；如果i E En3标记的是 的某个列，那么有 gt(Tk．)( )一re(i)<i．于是 

有下面命题． 

命题 1 设 丌一gr( )∈S ，映射 把T 中的行标号映射到丌中的弱胜位；把 中的 列标号映射 

到 丌中的亏位． 

证明 根据 的构造方法和他们的定义即得． 

为了说明 是个双射，只需要构造出 即可．下面的定理为构造 提供了重要的理论基础． 

本文将根据下面的定理 2从最上面的行出发给出一个从 7r—gt( )E S 得到 T E PT( )的方法． 

先考虑丌一gt( )∈S 中最大的非固定点m，根据m的极大性可知，当j>m时，re(j)一J，又m是 

非固定点可得丌( )< ，故当i>优时，显然它恰好对应 的空行．因此，如果确定了除空行以外的标号 

集为{1，2，⋯，m}的置换杨图 的填充情况，那么只需在所得到的置换杨图后面添加n— 个空行便可以 

得到 ．因此，不失一般性 ，不妨假设 m 一 ”，亦即考虑没有空行的置换杨图． 

定理2 假设7r是s 中任一排列，且满足7r(n)≠ ．令PT是丌在 的作用下得到的置换杨图．PT 

是将P r的最上面一行去掉后所得到的置换杨图(注意此时定义7r (1)=1)，其中丌 一 (P丁 )．如果PT的 
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最上面的行 中，含有 1的列标号为 i > i。> ⋯ > i ，则有下面的结论成立 ： 

(1)丌一 丌 。(i1 i2i3⋯ i 1)，这里 7r一 (PT)，7r 一 (PT )． 

(2)丌(1)> rr(i )> 丌( )> ⋯ > 7r(i )，并且 丌( )，丌( )，⋯，lr(i )是 丌的子序列口中连续非固定的自 

右向左极小元．这里的 是由丌中小于7r(s)的数值所组成，其中S是丌中最左面的非固定点的位置；自右向 

左极小元是指如果对所有的 i>J，都有 丌( )> 丌( )，则称 7r( )是自右向左极小元． 

证明 对上面的定理分两部分进行证明． 

(i)先证明第 1部分． 

考虑 作用在 PT上时从行标号或列标号所在位置出发沿向南向东走的zigzag路． 

V l<J< c，考虑从 i 到P ( ，)的zigzag路中的第 1步，第 2步和第 3步．第 1步是从 i，所在的位置 

出发先向南到达(1，i，)这个格子 ，因为这个格子里填有 1，然后转弯向东走到(1，i + 1)这个格子里时再次 

遇到 1，接着转向南走．据此，便得 rr(i，)一丌 ( +1)．再看i 的情况，因为它是 第 1行中最后 1个 1所在 

的列，所以从 i 所在的位置出发先向南再向东直达P ．因为(1，i )的右边(同行)再没有了1．故有丌( )一 

1．最后考虑从 1出发的 zigzag路的情况．因为 1是 最上面的行标号 ，所以从 1所在位置出发应该先向东 

到达(1，i )，然后转向南．因此 ，丌(1)一 (i )． 

综上分析可得 丌一 丌 。( 1i2i3⋯S i 1)． 

(ii)下面证明第 2部分． 

注意到 zigzag路 P(i )：i 一 P ( )和 P(i川 )：i 一 P ( 川 )在方格(1，i州 )处相遇．可以证明 P(i ) 

与 P(i )只能相遇，但不能相交．否则，如果假设它们在某个格子(户，q)相交了，那么该格子所在行的左 

边一定有 1，由于P(i，)是从列出发的，故要到达格子(户，q)必定要转弯(意味着转弯处有 1)才能到达．同 

理 ( ，q)所在列的上方也有 1，这与( ，q)里填的是零相矛盾．由此 ，可知 P( ，)总是位于P(i川 )的下面 ，它 

们最多在导出的1处相遇(在不考虑第一次相遇的情况下)．这样就证明了丌( >玎( )对所有的J<c都 

成立．类似分析可得 丌(1)> zr(i )． 

现设 z∈ [ ]是使得 r1< z< i 的列标号 ，如果 J===1，直接令 z< i ．下面考虑 丌(z)与 丌(i )，丌(i ) 

的关系． 

考虑 P(iH)与P(z)，由于(1，z)填充的是0，则P(iH)与 P(z)一定相交于格子(1，z)，类似上面的分 

析可知 ，P(i卜1)中从 (1，z)到 P—i r1)这段 zigzag路 P 与 P(z)中从(1，z)到 P (z)的这段 zigzag路 P。不会 

再相交 ，而且 P 总是在 P 的下面，故有 丌 (Z)> 丌( r1)．类似地有 丌(Z)> 丌( ，)．从而，丌(i )就是位于 

丌( ，)最左边的且比 丌(i )小的数．故定理成立． 

根据定理 2，便可以顺利地从第 1行出发来构造 ． 

第 1步 给定 一 gr( )，先确定 的形状 (T )．为此 ，只需通过 丌确定对应于 T 的向南 向西的 

边界线 P即可．定义 P如下：V i，1 i ，如果 i是弱胜位，则 P的第i步向南走(或画一条竖线)；如果 

i是亏位 ，则 P的第i步向西走(或画一条横线)．然后按左对齐的方式补齐上边界线和左边界线以及所有的 

方格便得对应于该形状的杨图y(参见例 2～图5)． 

8 7 6 3 

图5双射 ：s Pr(n)对应的杨图 

●  

圈 Z l 2 3 4 5 6 7 8 

Ⅱ 3 6 1 8 7 4 2 5 (731) 
● 

f 

l 6 2 8 7 4 3 5 (732) 

儿 l 2 3 8 7 4 5 6 (764) 

Ⅱ，，， 1 2 3 4 7 5 6 8 (765) 

e l 2 3 4 5 6 7 8 

图6双射 Pr(n)对应的置换杨图 

8 7 6 3 

● ● 

● ● ● ● 

● ● ● 

● 

第 2步 利用定理 2．设 丌一 ( )，如果存在最大的整数k> 0使 得丌(1)7r(2)⋯丌(志)都是固定点， 

则从丌中去掉 (1)丌(2)⋯丌(忌)，并将y中的前k行全部填上零．如果不存在这样的k，则令k一0，然后考虑 
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丌 一 rr(k+1)rr(k+2)⋯7r(n)．记 丌 中比7r(愚+ 1)小的数组成 的子序列 中，自右向左极小元的列标号为 

i > i >⋯ > i ，则 丌 可写成如下形式 ：丌 一7r 。( i。⋯i ( +1)1)并假设 (丌 )已经构造出来了．那 

么 ，便在 (丌 )的最上面一行中(即 的第一行)的第 i ，i。，⋯，i 列的方格里填上数字 1，其余格子填上 

0(参见例 2一图 6)． 

至此 ，完成定理 1的证明． 

注 从 的构造过程中，不难发现：如果 丌中有固定点，那么所得到递减圈分解中将含有单圈；如 

果 丌是错排 ，那么所得到的递减圈分解中每个 圈的长度都大于 1． 

定理 3 设 a，b和C是依次填充在一个置换杨 图PT中的任意给定的 3个方格(i，J)，(i，足)和(z，k)中 

的数字，其中 i，J，k满足 Z< i< k< J．如果有 a⋯ b C 1，那么在 rr(PT)的递减圈分解 中至少有两个 

圈包含 忌． 

证明 根据定理 2的证明过程可知，在置换杨图 PT中，包含数字 C的格子所在的行对应的圈是 

(***J***k***z)，包含 a，b的格子所在的行对应 的圈是 (***J***k*** )，因此 g／(PT) 

的递减圈分解一定具有如下形式 (PT)一 ·(***J***是*** )⋯(***J***尼***z)⋯． 

由此 ，便可得到如下推论． 

推论 1 设PT是任意一个置换杨表，丌一 (PT)．如果 i在出现7r的递减圈分解中的某个圈c 中，并 

且在C 左边的另一个圈C 中含有元素i ，i。，使得i >i> i。，那么在置换杨表 PT中，存在方格(z， )，其 

中z<iz，使得这 3个方格( z，i )，( z， )，(z， )中的数字恰好形成一个 1一链条，即方格( z，i )，( z， )，(z， 

)中的数字都是 1． ． 

3 在置换群分解中的应用 

根据上面对 的构造和讨论，注意到每递归1次(相当于去掉置换杨图的1行)，每去掉1行便得到1 

个元素按递减顺序排列的圈，于是得到它在置换群分解中的一个应用 ： 

定理4 设 S 是 阶排列(或置换群)．那么，V丌∈S ，存在着一个双射将 丌唯一分解成若干圈的乘 

积的形式，并且每个圈中的元素按递减顺序排列． 

证明 利用归纳法来证 明． 

假设定理对长度比 小的排列成立．下面考虑长度为n的排列．设 丌一 ( )，如果存在最大的整数 

k> 0使 得 丌(1)7r(2)⋯rr(k)都是 固定点，则从 丌中去掉 7r(1)丌(2)⋯rr(k)，然后考虑 丌 一 7r(k+ 1) 

丌(志+2)⋯丌( )的圈分解情况．因为 丌 的长度比 丌的长度小 ，由归纳假设可知定理成立．否则，如果 愚一 

0，则令丌 一7r．然后考查比丌(1)小的数组成的子序列中自右向左极小元的列标号 >i > ⋯> i 则丌 

可写成如下形式 ：7r一丌 。( i ⋯ (1)1)．由于( i。⋯7r (1)1)的长度至少为 1且按递减顺序排列 ，所以 丌 

的长度小于 n．根据归纳假设 可以写成若干递减圈分解的形式．综上定理得证． 

根据图 5、图 6中构造 的过程 ，得到了 7f一 (765)(876 4)(873 2)(731)． 

例 2 设 一 36 187 425．贝0有 (1)一 3， (2)一 6，7r(3)一 1， (4)一 8，7r(5)一 7，丌(6)一 4，rr(7)一 

2，丌(8)一 5．弱胜位是{1，2，4，5}，亏位是 {3，6，7，8}． 

根据图 5与图 6中构造 的过程 ，得到了 丌一 (765)(8 764)(8 732)(731)．称这种排列的圈分解方式 

为递减圈分解． 

4 总结与讨论 

本文主要研究 了置换杨图和置换群之间的 1个双射及其所具有的显而易见的特点 ，并且对置换杨 图采 

用行递归的方式给出了 的 1种构造方法．注意到在进行递归构造的过程 中，每对置换杨 图的行递归 1 

次就得到1个相应的圈，并且圈中的元素按递减顺序排列．这样 ，利用对 的构造方法 ，无意 中发现 了利 

用置换杨图寻求置换群分解的 1种方法，当然值得注意的是这种方法不同于在抽象代数中常见的那种对置 

换群进行圈分解的方法．除此之外，文献[9]也给出了另外 1个双射，文献[12]利用置换杨图的结构解决了 
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有关限制性排列计数的1个问题，因此感兴趣的读者还可考虑排列和置换杨图之间其它的双射具有什么特 

点以及它们在解决相关组合计数问题中的应用，除此当然也可以去寻求新的一一映射等等． 
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Combinatorial Properties of Permutation Tableaux with Its Applications 

SUN Yi。MENG Jixiang。HU Yingying 

(College of Mathematics and System Science，Xinjiang University，Urimqi 830046，China) 

Abstract：Essentially，the permutation tableaux is a subset of the]一diagram defined by A．Postnikov in his work stud— 

ying the combinatorics of the totally non-negative part of the Grassmannian and its cell decomposition．On the basis of investiga— 

ting combinatorial properties of permutation tableau，L．K．Williams found that there is a natural bijection between the per— 

mutation tableaux and the permutations．In terms of its combinatorial structure，we give a new proof that is a bijection in 

this thesis with a new way which leads to an unexpected result：any permutation ∈ S can be decomposed into the muhiplica— 

tions of cycles each of which is ordered decreasingly． 

Keywords：permutation tableaux；permutations；bijection 


