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有未知延迟的下三角系统的输出反馈控制

毕卫平,高璐璐

(河南师范大学 数学与信息科学学院,河南 新乡453007)

摘 要:主要研究状态和输入都有未知时变延迟的下三角系统的输出反馈控制.关于延迟仅规定它是有界的,

但它的边界和时变率是未知的.针对要研究的系统,首先提出一个新的自适应输出反馈控制器;然后,为了处理有未

知时变的状态,给出了一个新的变换和技术;最后,说明在所给的输出反馈控制器下所研究的系统是全局可控的.仿

真结果说明了控制器的有效性.
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时延系统是有时间延迟的动态系统,即系统在t时刻的行为与其状态在某一时段:之前的输入或状态值

有关的系统[1].近百年来,控制系统的延迟问题备受关注,如文献[2-7],其中有时变延迟的系统又是当今的

研究趋向.下三角系统是一类典型性的动力系统,许多实际的系统都具有下三角的结构,或在一定条件下可

以转化为满足下三角形式的系统,如:单摆系统、质量弹簧系统、轮式移动机器人等.本文研究状态和输入都

有延迟的下三角系统,形如:

ẋi=aixi+1(t-τi+1(t)),i=1,…,n-1,

ẋn =anu(t-τn+1(t)),

y=x1(t-τ1(n)),

ì

î

í

ï
ï

ïï

(1)

其中x=[x1,x2,…,xn]T∈Rn 是系统状态,u∈R是系统输入,y∈R是系统输出.同时,xi(t-τi(t))和
u(t-τn+1(t))分别是xi(i=1,2,…,n)和u 的延迟.针对系统(1),假设下列条件成立.

假设1 存在未知的τi,满足对所有的t⩾0,都有0⩽τi(t)⩽τi,i=1,2,…,n+1.
假设2 对于所有的i=1,2,…,n,ai ≠0是已知的常数.
问题陈述:在假设1和假设2下通过输出反馈控制使系统(1)是全局渐近可控的.
系统(1)的研究存在很多挑战性的问题.1)它的状态和输入都有未知延迟.假设1指出系统(1)的所有延

迟可以任意大,快速变化,并且没有关于它的边界值和时变率的信息.2)由于未知的延迟τ1(t),系统输出y
和状态x1 其实是不同的.在很多已有的文章中,经常假设y-h(x(t)),而不是y=h(x(t-τ(t))).

当ai=1时,系统(1)转化为有延迟的一串积分器系统.当τ1(t)=…=τn(t)=0,τn+1(t)=τ时,假设1
减弱为文献[2-3]中的条件,文献[2-3]分别提出一个自适应输出反馈控制器和一个有界状态反馈控制

器.当τ1(t)=…=τn(t),τn+1(t)=τ(t)时,假设1转化为文献[5]中的条件,提出一个成熟的自适应输出反

馈控制器.当τi(t)=τi-1(t),i=2,3,…,n+1且没有输出时,假设1变成文献[6-7]中的条件,其中文献[6]
为了有限时间镇定提出了状态反馈控制器,文献[7]设计了一个低增益状态反馈控制器.通过状态反馈控制

系统的还有文献[8-9],但是系统中不含延迟且为不确定系统.因此,从控制问题的观点上,考虑的问题与上

述结论比较普遍.
文献[10-11]研究有延迟的下三角形系统.但是文献[10]处理的是常数延迟,文献[11]中系统延迟仅存
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在与非线性部分.显而易见,文献[10-11]的结论不能用于本文考虑的系统.
一般的线性延迟系统也存在很多结论.在文献[12]中,Krstic给出了一个新的以预报器为基础的控制来

处理输出中的不确定延迟,但延迟不是像假设1那样是未知且仅输出中有延迟.对于输入有常数延迟的线性

系统,文献[13]提出了饱和型控制器.在文献[14]中,为了处理线性系统中的常数输出延迟和干扰设计了一

个基于反演的控制器.文献[15]主要考虑输入有未知延迟的线性系统.
总的来说,之前已存在的结论不再适用于本文所研究的问题.

1 控制设计

在假设1和假设2条件下为了通过输出反馈控制器全局渐近控制系统(1),提出如下基于有动态增益的

输出反馈控制器的观测器:

u-K(γ(t))z, (2)

ż=Az+Bu-L(γ(t))(y-Cz), (3)
其中K(γ(t))=[k1/γ(t)n,…,kn/γ(t)],和L(γ(t))=[l1/γ(t),…,ln/γ(t)n]T.矩阵
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,C= 1,0,…,0[ ] .

动态增益γ(t)满足

γ̇(t)=
|y|+‖z‖1
1+|y|+‖z‖1

γ(t)-1 (4)

且γ(0)=1.特别地,(4)式的解为γ(t)= 2∫
t

0
(|y|+‖z‖1)(1+|y|+‖z‖1)ds+1,是单调非增的.

因此,t⩾0时有1⩽γ(t)⩽ 2t+1,这意味着对于任意大的t< ∞,γ(t)有界.
下面,设AK(γ(t))=A+BK(γ(t)),AL(γ(t))=A+L(γ(t))C,K=K(1),L=L(1),Aj(1)=Aj,

j=K,L,并且,定义Eγ(t)=diag[1/γ(t)n-1,…,1/γ(t),1].然后,如果给定Hurwitz矩阵AK 和AL,对于j=
K,L 可 求 得 Lyapunov方 程 AT

j(γ(t))Pj(γ(t))+ Pj(γ(t))Aj(γ(t))=-γ(t)-1E2
γ(t) 的 解,其 中

Pj(γ(t))=Eγ(t)PjEγ(t),AT
jPj +PjAJ =-I,I是n×n阶单位矩阵[2].很明显存在正常数πj1,πj2 >0和

D =diag[(2n-1)/2,…,(2(n-i)+1)/2,…,1/2],i=1,2,…,n 对于j=K,L 满足πj1I ⩽PjD +

DPj ⩽πj2I[16].最后,规定ζn+1=xn+1=u;如果r2<r1,则∑
r2

j=r1fj=0.同时,记f(t,x)|x=x 为在f(t,x)

中用x 替换x,记λmax(M)和λmin(M)分别是矩阵M 的最大和最小特征值.范数 ‖x‖1 和 ‖x‖ 分别为

1-范数和Euclidean范数.

2 全局控制

考虑变换ζ=T(x),形式如下

ζi=xi+ai∫
t

t-τi+1
xi+1(s)ds,i=1,2,…,n-1,

ζn =xn +an∫
t

t-τn+1
u(s)ds.

(5)

注意下列关系式

xi(t-τi(t))-xi(t-τi)=∫
t-τi(t)

t-τi
ẋi(s)ds,i=1,2,…,n, (6)

u(t-τn+1(t))-u(t-τn+1)=∫
t-τn+1(t)

t-τn+1
u̇(s)ds. (7)
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由(5)~(7)式及u̇=K̇(γ(t))z+K(γ(t))̇z,系统(1)变换为

ζ̇i=aiζi+1+aiδi(t,ζ,u),i=1,2,…,n-1,

ζ̇n =anu+anδn(t,ζ,u).
(8)

  其中,i=1,2,…,n-1时,

δi=(t,ζ,u)=∫
t-τi+1(t)

t-τi+1
ẋi+1(s1)ds1-ai+1∫

t

t-τi+2
xi+2(s1)ds1( )|x=T-1(ζ), (9)

δn(t,ζ,u)=∫
t-τn+1(t)

t-τn+1
(̇K(γ(s))z(s)+K(γ(s))̇z(s))ds. (10)

由gi=ζi-zi,i=1,…,n,和控制器(2)~(4),增大的闭环系统为

ζ̇=AK(γ(t))ζ+Aδ(t,ζ,u)-BK(γ(t))g, (11)

ġ=AL(γ(t))g+Aδ(t,ζ,u)+ξ(t,ζ,u), (12)

其中ζ =[ζ1,…,ζn]T,δ(t,ζ,u)= [δ1(t,ζ,u),…,δn(t,ζ,u)]T,A =diag[a1,…,an]且δ(t,ζ,u)=
L(γ(t))(x1(t-τ1(t))-ζ1)|x=T-1(ζ).

首先,设V0(g)=gTPL(γ(t))g.沿着轨线(12)式可得

V̇0(g)⩽-γ(t)-1‖Eγ(t)g‖2-πL1̇γ(t)γ(t)-1‖Eγ(t)g‖2+2‖PLA‖‖Eγ(t)g‖‖Eγ(t)δ(t,ζ,u)‖1+

2‖PL‖‖Eγ(t)g‖‖Eγ(t)δ(t,ζ,u)‖1. (13)
然后,设Vc(ζ)=ζTPK(γ(t))ζ.沿着轨线(11)式可得

V̇c(ζ)⩽-γ(t)-1‖Eγ(t)ζ‖2-πK1̇γ(t)γ(t)-1‖Eγ(t)ζ‖2+2‖PKA‖‖Eγ(t)ζ‖‖Eγ(t)δ(t,ζ,u)‖1+
2γ(t)-1‖PK‖‖BK‖‖Eγ(t)ζ‖‖Eγ(t)g‖. (14)

不等式(13)和(14)的推导方法类似文献[17].为了估计(13)和(14)式中的 ‖Eγ(t)δ(t,ζ,u)‖1 和

‖Eγ(t)δ(t,ζ,u)‖1,提出定理1和定理2.令∑
n+1

i=1τi=τs.

定理1 考虑变换(5)和控制器(2),然后,可得

|x1(t-τ1(t))-ζ1|⩽ρ0∑
n

i=2
sup

-2τs⩽θ⩽0
|ζi(t+θ)|+ρ0‖K‖ sup

-2τs⩽θ⩽0
‖Eγ(t+θ)z(t+θ)‖, (15)

其中ρ0=|a1|(1+c)(τ1+τ2),c=maxi=1,2,…,n ∑
n-i+1

j=1
∏
i+j

k=i+1
∏
j

l=1
|ai+l-1|τk{ } .

证明 首先,由(5)式,当i=1,2,…,n,令

xi=ζi+∑
n-i+1

j=1

(-1)j∏
j

i=1
|ai+l-1|∫

t

t-τi+1∫
s1

s1-τi+2∫
sj-1

sj-1τi+j
ζi+j(sj)dsj…ds2ds1. (16)

根据归纳逻辑可得(16)式成立.由(16)式和不等式∫
t

t-a
f(s)ds⩽asup-a⩽θ⩽0|f(t+θ)|其中a>0,当i=

1,2,…,n 时,可得

|xi|⩽|ζi|+c∑
n+1

j=i+1
sup

-τs⩽θ⩽0
|ζj(t+θ)|, (17)

其中c=maxi=1,…,n ∑
n-i+1

j=1
∏
i+j

k=i+1
∏
j

l=1
|ai+l-1|τk{ } .

然后,由关系式x1-x1(t-τ1(t))=∫
t

t-τ1(t)̇
x1(s)ds=∫

t

t-τ1(t)
a1x2(s-τ2(s))ds,可得

x1(t-τ1(t))-ζ1=x1(t-τ1(t))-x1-a1∫
t

t-τ2
x2(s)ds=

-a1∫
t

t-τ1(t)
x2(s-τ2(s))ds-a1∫

t

t-τ2
x2(s)ds. (18)

由(17)式,推得

|∫
t

t-τ1(t)
x2(s-τ2(s))ds|⩽τ1 sup

-τ1⩽θ⩽0
|x2(t+θ-τ2(t+θ))|⩽τ1 sup

-(τ1+τ2)⩽θ⩽0
|x2(t+θ)|⩽
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τ1 sup
-(τ1+τ2)⩽θ⩽0

|ζ2(t+θ)|+τ1c∑
n+1

j=3
sup

-(τs+τ1+τ2)⩽θ⩽0
|ζj(t+θ)|. (19)

和

|∫
t

t-τ2(t)
x2(s)ds|⩽τ2 sup

-τ2⩽θ⩽0
|x2(t+θ)|⩽τ2 sup

-τ2⩽θ⩽0
|ζ2(t+θ)|+

τ2c∑
n+1

j=3
sup

-(τs+τ2)⩽θ⩽0
|ζj(t+θ)|. (20)

根据(18)~(20)式有

|x1(t-τ1(t))-ζ1|⩽ρ0∑
n+1

j=2
sup

-(τs+τ1+τ2)⩽θ⩽0
|ζj(t+θ)|. (21)

最后,由(21)式和ζn+1=u=K(γ(t))z=γ(t)-1KEγ(t)z,得到(15)式.
定理2 应用变换(5)和控制器(2),在(8)式中δi(t,ζ,u),i=1,2,…,n,有上界

|δi(t,ζ,u)|⩽ρ1∑
n

j=i+2
sup

-2τs⩽θ⩽0
|ζj(t+θ)|+ρ1‖K‖ sup

-2τs⩽θ⩽0
γ(t+

θ)-1‖Eγ(t+θ)z(t+θ)‖,i=1,…,n-1, (22)

|δn(t,ζ,u)|⩽ρ2 sup
-2τs⩽θ⩽0

γ(t+θ)-2(‖Eγ(t+θ)ζ(t+θ)‖+‖Eγ(t+θ)z(t+θ)‖), (23)

其中ρ1=|ai+1|maxi=1,2,…,n-1{(τi+1+τi+2)(1+c)},并且当K =[-nk1,-(n-1)k2,…,-kn]时,ρ2=

τn+1(‖K‖+‖AK‖‖K‖+‖L‖‖K‖+ρ0‖L‖‖K‖(n+‖K‖)).
定理2的证明可根据定理1和参考文献[5]中Theorem1的部分内容得到.
现在,令|γ-1

t |=sup-2τs⩽θ⩽0γ(t+θ)-1,‖Eγtζt‖ =sup-2τs⩽θ⩽0‖Eγ(t+θ)ζ(t+θ)‖ 和 ‖Eγtgt‖ =
sup-2τs⩽θ⩽0‖Eγ(t+θ)g(t+θ)‖.

根据定理1和Eγ(t)δ(t,ζ,u)=(x1(t-τ1(t))-ζ1)γ(t)-nL,可得

‖Eγ(t)δ(t,ζ,u)‖1 ⩽ρ3γ(t)-2(‖Eγtζt‖+‖Eγtgt‖), (24)
其中ρ3=2ρ0(n+‖K‖)‖L‖.同时,由定理2,可得

‖Eγ(t)δ(t,ζ,u)‖1 ⩽ρ4|γ-1
t |2(‖Eγtζt‖+‖Eγtgt‖), (25)

其中ρ4=(n+2)(ρ1(n-1)(n +‖K‖)+ρ2).

因为γ̇(t)<1和γ(t)>1,所以存在q1 >1使得

|γ-1
t |<q1γ(t)-1. (26)

然后,由(13)式、(14)式、(18)~(20)式,有

V̇0(g)⩽-γ(t)-1‖Eγ(t)‖2+2γ(t)-2(ρ4q1+ρ3)‖PLA‖‖Eγ(t)g‖(‖Eγtζt‖+‖Eγtgt‖),(27)

V̇c(ζ)⩽-γ(t)-1‖Eγ(t)ζ‖2+2γ(t)-1‖PK‖‖BK‖‖Eγ(t)ζ‖‖Eγ(t)g‖+

2γ(t)-2ρ4q1‖PKA‖‖Eγ(t)ζ‖(‖Eγtζt‖+‖Eγtgt‖). (28)
现在,利用Razumikhin定理[18]来完成全局可控的证明.设一个复合的Lyapunov函数V(g,ζ,γ(t))=V0(g)+
γ(t)-1Vc(ζ),t∈ [0,Tf],其中Tf 是任意大的有限时间.易知

m ‖Eγ(t)g‖2+γ(t)-1‖Eγ(t)ζ‖2( ) ⩽V(g,ζ,γ(t))⩽M ‖Eγ(t)g‖2+γ(t)-1‖Eγ(t)ζ‖2( ) ,(29)
其中m=min{λmin(PL),λmin(PK)},M =max{λmax(PL),λmax(PK)}.

由于当t∈[0,Tf]时γ(t)是有限的,因此当t∈[0,Tf]时Lyapunov函数V(g,ζ,γ(t))是有意义的.
同时,设函数p(s)=qs,q>1使得当s>0时p(s)>s.由p(s)、(29)式和γ(t)-1⩽γ(t+θ)-1,得V(g(t+
θ),ζ(t+θ),γ(t+θ))<p(V(g,ζ,γ(t))),当θ∈ [-2τs,0]时.然后,可得

M ‖Eγ(t+θ)gγ(t+θ)‖2+γ(t)-1‖Eγ(t+θ)ζγ(t+θ)‖2( ) ⩽qm ‖Eγ(t)g‖2+γ(t)-1‖Eγ(t)ζ‖2( ) , (30)

当θ∈[-2τs,0]时.由(30)式,很明显存在q>1使得‖Eγtgt‖⩽q(‖Eγ(t)g‖+γ(t)-
1
2‖Eγ(t)ζ‖)和

γ(t)-
1
2‖Eγtζt‖ ⩽q(‖Eγ(t)g‖+γ(t)-

1
2‖Eγtζ‖.结合这些不等式,可推断存在q2 ⩾2q>1使得
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‖Eγtgt‖+γ(t)-
1
2‖Eγtζt‖ ⩽q2 ‖Eγ(t)g‖+γ(t)-

1
2‖Eγ(t)ζ‖( ) . (31)

由(31)式,知

γ(t)-1(‖Eγtgt‖+‖Eγtζt‖)⩽γ(t)-
1
2 ‖Eγtgt‖+γ(t)-

1
2‖Eγtζt‖( ) ⩽

q2γ(t)-
1
2 ‖Eγtg‖+γ(t)-

1
2‖Eγ(t)ζ‖( ) . (32)

  故由V̇(g,ζ,γ(t))=̇V0(g)+γ(t)-1̇Vc(ζ)-γ̇(t)γ(t)-2Vc(ζ)⩽V̇0(g)+γ(t)-1̇Vc(ζ),(27)式、
(28)式和(32)式,可得

V̇(g,ζ,γ(t))⩽-
‖Eγ(t)g‖
‖Eγ(t)ζ‖

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

T Γ1 Π
Π Γ2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

‖Eγ(t)g‖
‖Eγ(t)ζ‖

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
, (33)

其中

Γ1=γ(t)-1-2(ρ4q1+ρ3)q2‖PLA‖γ(t)-
3
2, (34)

Γ2=γ(t)-2-2ρ4q1q2‖PKA‖γ(t)-3, (35)

Π=(ρ4q1+ρ3)q2‖PLA‖γ(t)-2+ρ4q1q2‖PKA‖γ(t)-
5
2 +‖PK‖‖BK‖γ(t)-2. (36)

很明显,当γ(t)⩾γ 时,Γ1>0且Γ1Γ2-Π2>0成立,就存在γ和t* 使得t∈[t*,Tf]时(33)式右端是

负的.然后,根据定理3得到当γ(t)收敛到一个小于γ 的值时系统(1)是全局可控制的.
定理3 在假设1和假设2下,控制器(2)~(4)应用于系统(1).如果γ(t)收敛到一个小于γ 的值,则

(1)式的所有状态是全局可控的.
定理3的证明类似于文献[2]中Lemma1的证明.
下面,只 需 考 虑 当 t ∈ [t*,Tf] 时 γ(t) ⩾ γ 这 种 情 况 即 可. 已 知 γ(t) =

2∫
t

0
(|y|+‖z‖1)/(1+|y|+‖z‖1)ds+1是单调非减的.由(34)~ (36)式,易知存在充分大的常

数γ>0,当γ(t)⩾γ时,使得Γ1>0和Γ1Γ2-Π2>0成立.考虑存在有限时间t* ∈(0,Tf)使得γ(t*)>γ
这种情况.然后,正定矩阵(33)式的最小特征值是O(γ(t)-1)[2,18],可得

V̇(g,ζ,γ(t))⩽-ργ(t)-1 ‖Eγ(t)g‖2+‖Eγ(t)ζ‖2( ) ⩽
-ργ(t)-1 ‖Eγ(t)g‖2+γ(t)-1‖Eγ(t)ζ‖2( ) , (37)

其中ρ>0为常数,t∈ [t*,Tf].
由(33)式,可得 ‖Eγ(t)g‖ 和 ‖Eγ(t)ζ‖ 的边界.类似文献[5],

∫
t

t*
γ(s)-1ds⩾ 2t+1- 2t* +1. (38)

  由(29)式、(33)式、(38)式,当t∈ [t*,Tf]时γ(t)⩾γ,有

‖Eγ(t)g‖2+γ(t)-1‖Eγ(t)ζ‖2 ⩽M1e-ρ
2M∫tt* γ(s)-1ds ⩽M1e-ρ

2M( 2t+1- 2t*+1), (39)

其中M1= M/m ‖Eγ(t*)g(t*)‖2+‖Eγ(t*)ζ(t*)‖2/γ(t*).
下面,研究γ(t)的收敛性.

根据(39)式和γ̇(t)⩽(|y|+‖z‖1)/γ(t)⩽2(‖g‖+‖ζ‖)/γ(t)⩽4 ‖g‖2+γ(t)-1‖ζ‖2,
可得

∫
Tf

t*
γ̇(t)dt⩽4Me

ρ
2M 2t*+1∫

Tf

t*
e-ρ

2M 2t+1dt=4M1e
ρ
2M 2t*+12M

ρ 2t* +1+
 ({

2M
ρ

ö

ø
÷e-ρ

2M 2t*+1 - 2Tf +1+
2M
ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷e-ρ

2M 2Tf+1} . (40)

  由此,易得γ(t)趋于一个很大的有限常数Tf.令Tf → ∞,可推得γ(t)仍然有界,∀t且当t→ ∞ 时

γ(t)→γss < ∞.因此,由(37)式和Razumikhin定理,当t→ ∞ 时 ‖e‖ →0和 ‖ζ‖ →0.所以,易得当

t→ ∞ 时 ‖x‖ →0.然后,全局控制实现.
根据上面的讨论,可得定理4.
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定理4 在假设1和假设2下,选择合适的K 和L 使得AK 和AL 是 Hurwitz并且由AT
jPj +PjAj =

-I,j=K,L 解得Pj.然后,输出反馈控制器(2)~(4)全局控制系统(1).同时,当t→ ∞ 时动态增益γ(t)
收敛到一个有限的常数.

3 仿 真

为编程简单,考虑3阶系统(1).4个未知延迟取τ1=0.02+0.01sin(1000t),τ2=0.002sin2(t),τ3=0.04
sin2(10t),τ4=0.03+0.02sin(100t).系统的参数选取为a1=5,a2=-1,a3=2.在控制器(2)~(4)中选择

K =[-1,-6,-12]和L=[-1,-6-12]T.初始状态为x1(0)=-15,x2(0)=1,x3(0)=-0.5的仿真

结果如图1所示.

4 结 论

本文在提出了基于有动态增益的输出反馈控制器的观测器下研究状态和输入有未知延迟的下三角形系

统的控制问题,其中仅知道时变延迟是有界的.为了分析系统(1)在控制器下的全局可控性本文给出了新的

变换.通过仿真结果,设计的控制器能全局控制系统(1).本文结论的优势有两点:1)延迟的信息需要的少;

2)也可用于研究通过非奇异的变换化成下三角形系统的系统.
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Outputfeedbackregulationoflowertriangularsystemwith
unknowntime-varyingdelays

BiWeiping,GaoLulu

(CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

Abstract:Theoutputfeedbackcontrolofalowertriangularsystemwithunknowntime-varyingdelaysinbothstatesand
inputhavebeenstudiedinthispaper.Thetime-varyingdelaysareonlyknowntobebounded,andtheirboundsandtime-varying
ratesareunknown.First,anewlydesignedadaptiveoutputfeedbackcontrollerisproposedinthisnote.Then,inordertodeal
withnewphenomenaassociatedwithunknowntime-varyingdelaysinstates,wegiveanewtransformationandtechniques.Fi-
nally,thesystemisgloballyregulatedbytheoutputfeedbackcontroller.Asimulationexampleshowstheeffectivenessofthe
controller.

Keywords:time-varyingdelays;adaptive;outputfeedbackcontroller;lowertriangularsystem;globallyregulation
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