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随机SIRS模型拟最优控制存在的必要条件
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摘 要:建立了不确定参数和白噪声影响的随机SIRS模型,给出了易感者、感染者和恢复者的先验估计.利用

Ekeland变分原理和极大值条件得到SIRS模型的拟最优控制存在的必要条件.通过一个数值例子验证了所得到的

理论结果.
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众所周知,当流行病爆发时临床科学家都会研发新的药物治疗来控制病毒感染,而政府也会投入大量资

金来减轻流行病的蔓延.这给社会和经济带来了巨大的损失.因此,研究传染病模型的最优控制具有重要意

义.近年来,许多学者把控制变量考虑到SIR流行病模型中,研究了它的动力学行为[1-3].例如,Joshi等人[1]

在感染人数最少化的条件下,讨论了流行病最优控制存在的条件.Chen等人[2]分析了疾病系统的动力学行

为,给出了最优控制的必要条件.Zaman等人[3]研究了SIR传染病模型中疫苗接种和治疗最优策略的存在

性.然而这些模型是确定性流行病模型,并且所给出的控制是精确控制.由于状态方程和伴随方程的精确解

很难得到,因此精确控制也是难以给出的.所以研究流行病模型的拟最优控制更具有实际意义.另一方面,由
于缺乏足够的信息和数据,测量过程中存在的误差以及确定初始条件时都可能造成参数的不确定性[4-5].而
假设流行病系统的所有参数是精确的,这显然不符合实际情况.为了更好地刻画不确定参数和控制变量对系

统的影响,本文建立了一个在控制变量影响下具有不确定参数的随机SIRS模型,利用极大值原理和区间值

函数理论讨论了系统拟最优控制存在的必要条件,这与以往对流行病动态行为的研究有所不同[6-7].通过数

值算例验证了控制变量对流行病动力学行为的影响.

1 模型的建立和预备知识

1.1 模型的建立

文献[8]给出如下随机传染病模型:
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其中S(t),I(t)和R(t)分别表示易感者、感染者和恢复者的数量.p 表示接种疫苗的人口比例,b表示新个

体进入人口的比率,β表示传播系数,μ表示自然死亡率,γ表示免疫损失率,c表示疾病引起的死亡率,α表示

恢复率.假设模型(1)中的所有参数都是正的.患有流行性疾病的人可以通过适当的治疗来恢复.考虑一个治
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疗控制变量u,它可以是一个时间独立参数或一个时间相关参数.例如文献[9]提出了饱和处理函数T(u,I)=
ruI
1+αI

,其中r和α为正常数.使用饱和型治疗功能的优点是它可以产生接近线性的治疗结果.在这个论点的

基础上,假设治疗函数是u(t)和I(t)的函数,定义为T(u(t),I(t))=
mu(t)I(t)
1+η(t)

,其中m >0,η⩾0且

u(t)是治疗控制变量.治疗的目的是尽量减少感染人群,使恢复的人口数量达到最大.因此,把控制变量引入

到模型(1)中得到下列新的SIRS模型:

dS(t)= (1-p)b-μS(t)-βS(t)I(t)
φ(I(t))

+γR(t)é
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(2)

目标函数为J(0,S0,I0,R0;u(t))=E{∫
T

0
L(S(t),I(t),R(t);u(t))dt+h(I(T))},其中L(I(t),u(t))是

I(t)和u(t)的函数,表示在控制条件下治疗疾病的最小成本.h(I(T))是使得在未来的T 时刻得病的人数

最少的函数.
将模型(2)的生物参数用区间值函数h(k)=a(1-k)bk 表示,其中k∈ [0,1].令φ(I)=1+I2(t).这样,

得到下列具有不确定参数的SIRS模型:

dS(t)=[(1-(pl)1-k(pu)k)(bl)1-k(bu)k -(μl)1-k(μu)kS(t)-
(βl)1-k(βu)kS(t)I(t)

1+I2(t) +

(γl)1-k(γu)kR(t)]dt-
(σl)1-k(σu)kS(t)I(t)

1+I2(t)
dB(t),

dI(t)=[-((μl)1-k(μu)k +(cl)1-k(cu)k +(αl)1-k(αu)k)I(t)+
(βl)1-k(βu)kS(t)I(t)

1+I2(t) -

(ml)1-k(mu)ku(t)I(t)
1+(ηl)1-k(ηu)kI(t)

]dt+
(σl)1-k(σu)kS(t)I(t)
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I(t)+
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其中p ∈ [pl,pu],b∈ [bl,bu],μ∈ [μl,μu],β∈ [βl,βu],γ∈ [γl,γu],m ∈ [ml,mu],σ∈ [σl,σu],

c∈[cl,cu],α∈ [αl,αu],η∈ [ηl,ηu],p >0,b>0,μ>0,β>0,γ>0,m >0,σ>0,c>0,α>0,和

η>0.模型(3)是一个具有不确定参数且带有控制变量的系统.
1.2 预备知识

在有限时间区间 [0,T]上讨论模型(3)的随机拟最优问题.令(Ω,F,(Ft)0<t<T,P)是一个完备的概率空

间,在其上定义一个R-值的标准布朗运动(B(·)).假设(Ft)0<t<T 是由B(·)产生的自然滤波.令U⊂R为非

空的有界闭集.若u(·)是U 上的Ft-适应过程,控制过程u(·):[0,T]×Ω→U 称为可容许的.Uad 为所有可

容许控制的集合.|·|表示欧几里得空间的范数;fx 表示f 对x 的偏导数;χS 为集合S 的示性函数;用X+
Y 表示集合X 和Y 的和集,即{x+y:x∈X,y∈Y}.令值函数V(0,x0)为V(0,x0)=minu(·)∈Uad

J(0,x0;

u(·)).
定义1[ε-最优控制][10] 任意给定ε>0,可容许控制u*(·)或可容许对(x*(·),u*(·))称为ε-最优,

若|J(0,x0;uε(·))-V(0,x0)|⩽ε.
定义2[拟最优控制][10] 若存在一族被ε>0参数化的可容许控制{uε(·)},其中任意元素uε(·),称为

拟最优,若满足|J(0,x0;uε(·))-V(0,x0)|⩽δ(ε),对足够小的ε成立,其中δ是ε的函数,且满足当ε→
0时,δ(ε)→0.δ(ε)为误差界.若对c,κ>0有δ(ε)=cεκ,则uε(·)称为拟最优,它的阶为εκ.
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为方便起见,令x(t)=(S(t),I(t),R(t))T,需要以下假设.
假设H1 对 ∀0⩽t⩽T,Lxi(t)

(x(t),u(t))的偏导数和hxi(t)
(x(t))(i=1,2,3)是连续的,则 ∃ 不

确定参数C 使得∑
3

i=1
|Lxi(t)

(x(t),u(t))|⩽C1+∑
3

i=1
|xi(t)|( ) ,∑

3

i=1

(1+|xi(t)|)-1|hxi(t)
(x(t))|⩽C.

  假设H2 令x(t),x'(t)∈R3+ 且u(t),u'(t)∈Uad,对任意0⩽t⩽T,函数L(x(t),u(t))在u(t)

上是可微的,则存在不确定参数C 使得∑
3

i=1
|hxi(t)

(x(t))-hxi(t)
(x'(t))|⩽C∑

3

i=1
|xi(t)-xi'(t)|,

|L(x(t),u(t))-L(x(t),u'(t))|+|Lu(t)(x(t),u(t))-Lu'(t)(x(t),u'(t))|⩽C|u(t)-u'(t)|.
  假设H3 控制集合Uad 是凸的.

为方便起见,令x(t)=(x1(t),x2(t),x3(t))T=(S(t),I(t),R(t))T,则模型(3)变为

dx1(t)=[(1-(pl)1-k(pu)k)(bl)1-k(bu)k -(μl)1-k(μu)kx1(t)-
(βl)1-k(βu)kx1(t)x2(t)

1+x2
2(t)

+

(γl)1-k(γu)kx3(t)]dt-
(σl)1-k(σu)kx1(t)x2(t)

1+x2
2(t)

dB(t)≡f1(x)dt-σ1(x)dB,

dx2(t)=[-((μl)1-k(μu)k +(cl)1-k(cu)k +(αl)1-k(αu)k)x2(t)+
(βl)1-k(βu)kx1(t)x2(t)

1+x2
2(t)

-

(ml)1-k(mu)ku(t)x2(t)
1+(ηl)1-k(ηu)kx2(t)

]dt+
(σl)1-k(σu)kx1(t)x2(t)

1+x2
2(t)

dB(t)≡f2(x(t),u(t))dt+σ1(x)dB,

dx3(t)=[(pl)1-k(pu)k(bl)1-k(bu)k -((μl)1-k(μu)k +(γl)1-k(γu)k)x3(t)+(αl)1-k(αu)k ×

x2(t)+
(ml)1-k(mu)ku(t)x2(t)
1+(ηl)1-k(ηu)kx2(t)

]dt≡f3(x(t),u(t))dt,k∈ [0,1].
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  对任意的u(·),u'(·)∈Uad,给出模型(4)的伴随方程为

dp1(t)=-b1(x(t),u(t),p(t),q(t))dt+q1(t)dB,

dp2(t)=-b2(x(t),u(t),p(t),q(t))dt+q2(t)dB,

dp3(t)=-b3(x(t),u(t),p(t),q(t))dt,

pi(T)=hxi
(x(T)),i=1,2,3,

ì
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(5)

其中

b1(x(t),u(t),p(t),q(t))=-((μl)1-k(μu)k +
(βl)1-k(βu)kx2(t)
1+x2

2(t)
)p1(t)+

(βl)1-k(βu)kx2(t)
1+x2

2(t)
×

p2(t)-
(σl)1-k(σu)kx2(t)

1+x2
2

q1(t)+
(σl)1-k(σu)kx2(t)

1+x2
2

q2(t)+Lx1(t)
(x(t),u(t)),

b2(x(t),u(t),p(t),q(t))=-(
(βl)1-k(βu)kx1(t)(1-x2

2(t))
(1+x2

2(t))2
)p1(t)+(

(βl)1-k(βu)kx1(t)
(1+x2

2(t))2
×(1-

x2
2(t))-((μl)1-k(μu)k +(cl)1-k(cu)k +(αl)1-k(αu)k)-

(ml)1-k(mu)ku(t)
(1+(ηl)1-k(ηu)kx2(t))2

)p2(t)+

((αl)1-k(αu)k +
(ml)1-k(mu)ku(t)

(1+(ηl)1-k(ηu)kx2(t))2
)p3(t)-

(σl)1-k(σu)kx1(t)(1-x2
2(t))

(1+x2
2(t))2 q1(t)+

(σl)1-k(σu)kx1(t)(1-x2
2(t))

(1+x2
2(t))2 q2(t)+Lx2(t)

(x(t),u(t)),

b3(x(t),u(t),p(t),q(t))= (γl)1-k(γu)kp1(t)-((μl)1-k(μu)k +(γl)1-k(γu)k)p3(t)+Lx3(t)
(x(t),u(t)).

  定义一个Hamiltonian函数 H(t,x(t),u(t),p(t),q(t)):R3+×Uad ×R3+×R2+→R如下:

H(t,x(t),u(t),p(t),q(t))=fT(x(t),u(t))p(t)+σT
*(x)q(t)+L(x(t),u(t)), (6)

其 中 f(x(t),u(t)) = f1(x(t)) f2(x(t),u(t)) f3(x(t),u(t))( ) T 和 σ*(x(t)) =
-σ1(x(t))σ1(x(t))( ) T,fi(i=1,2,3)和σ1(x(t))在模型(4)中已给出了定义.
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2 拟最优控制存在的必要条件

2.1 易感者、感染者和恢复者的先验估计

对任意的u(·),u'(·)∈Uad,在Uad[0,T]中定义一个指标

d(u(·),u'(·))=E[mes{t∈ [0,T]:u(t)≠u'(t)}], (7)
其中“mes”表示Lebesgue测度.类似文献[13]中引理6.4的方法,知道Uad 在d 下是一个完备的空间.

引理1 对任意的θ⩾0和0<κ<1满足κθ<1,存在一个不确定参数C=C(θ,κ)使得对任意的

u(·),u'(·)∈Uad 对应的轨迹x(·),x'(·),有

∑
3

i=1
Esup
0⩽t⩽T

|xi(t)-x'i(t)|2θ ⩽Cd(u(t),u'(t))κθ. (8)

  证明 当θ⩾1的情形.对任意的r>0,对|x1(t)-x1'(t)|2θ 进行估计,得到

Esup
0⩽t⩽r

|x1(t)-x'1(t)|2θ ⩽CE∫
r

0
[(((βl)1-k(βu)k)2θ +((σl)1-k(σu)k)2θ)|

x1(t)x2(t)
1+x2

2(t)
-

x'1(t)x'2(t)
1+x'22(t)

|2θ +((μl)1-k(μu)k)2θ|x1(t)-x'1(t)|2θ +((γl)1-k(γu)k)2θ|x3(t)-

x'3(t)|2θ]dt⩽CE∫
r

0∑
3

i=1
|xi(t)-x'i(t)|2θdt. (9)

对|xi(t)-x'i(t)|2θ(i=2,3)利用同样的方法可得出

Esup
0⩽t⩽r

|x2(t)-x'2(t)|2θ ⩽C[E∫
r

0∑
2

i=1
|xi(t)-x'i(t)|2θdt+d(u(t),u'(t))κθ], (10)

Esup
0⩽t⩽r

|x3(t)-x'3(t)|2θ ⩽C[E∫
r

0∑
3

i=2
|xi(t)-x'i(t)|2θdt+d(u(t),u'(t))κθ]. (11)

把(9)、(10)和(11)式合并起来,当0⩽θ⩽1(κθ<1)时,由Cauchy-Schwartz不等式得

∑
3

i=1
Esup
0⩽t⩽r

|xi(t)-x'i(t)|2θ ⩽ [Esup
0⩽t⩽r

|xi-x'i|2]θ ⩽Cd(u(t),u'(t))κθ. (12)

对(12)式使用Gronwall不等式,得到所证结果(8)式.
引理2 假设(H1)和(H2)成立.对任意的1<θ<2和0<κ<1满足(1+κ)θ<2,存在一个不确定

参数C=C(θ,κ)使得对任意的u(·),u'(·)∈Uad 和它的伴随方程的解(p(·),q(·)),(p'(·),q'(·)),有

∑
3

i=1
E∫

T

0
|pi(t)-p'i(t)|θdt+∑

2

i=1
E∫

T

0
|qi(t)-q'i(t)|θdt⩽Cd(u(·),u'(·))

κθ
2. (13)

  证明 采用文献[10]中引理4.2的类似方法可证得引理2成立.
2.2 必要条件

接下来,给出模型(4)拟最优控制的必要条件.
定理1 假设(H1)和(H2)成立,h是凸的.设(pε(·),qε(·))是伴随方程(5)在控制uε(·)下的解,则存

在不确定参数C 使得对任意的κ∈ [0,1),ε>0和任意的ε-最优控制对(xε(·),uε(·)),有

inf
u(t)∈Uad

E∫
T

0
(
(ml)1-k(mu)ku(t)x2

ε(t)
1+(ηl)1-k(ηu)kxε

2(t)
(pε

3(t)-pε
2(t))+L(xε(t),u(t)))dt⩾

E∫
T

0
(
(ml)1-k(mu)kuε(t)xε

2(t)
1+(ηl)1-k(ηu)kxε

2(t)
(pε

3(t)-pε
2(t))+L(xε(t),uε(t)))dt-Cε

κ
3. (14)

  证明 根据假设(H1)可知,(J,x0;u(·)):Uad →R是连续的.在文献[10]的引理3.1中取λ=ε
2
3,则存

在可容许控制对(xε(·),uε(·))使得

d(uε(·),uε(·))⩽ε
2
3, (15)

且对所有u(·)∈Uad[0,T],
J(0,x0;uε(·))⩽J(0,x0;uε(·)) (16)
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成立,其中

J(0,x0;uε(·))=J(0,x0;uε(·))+ε
1
3d(u(·),uε(·)). (17)

这意味着 (xε(·),uε(·))是在新的目标函数(17)下系统(4)的一个最优解.固定t∈ [0,T],ρ>0和u∈
Uad[0,T].给定

uρ =
u(·), 若t∈ [t,t+ρ],

uε(t), 若t∈ [0,T]\[t,t+ρ].{ (18)

定义uρ ∈Uad[0,T].系统(4)的解用uρ 表示,从(15)式和(16)式能够得到

J(0,x0;uε(·))⩽J(0,x0;uρ(·)),d(uρ(·),uε(·))⩽ρ. (19)
由(19)式、引理1和Taylor展式有

-ρε
1
3 ⩽J(0,x0;uρ(t))-J(0,x0;uε(t))⩽∑

3

i=1
E∫

T

0
[Lxi(t)

(t,xε(t),uρ(t))(xi
ρ(t)-xi

ε(t))dt+

∑
3

i=1
E∫

t+ρ

t
[L(t,xε(t),u(t))-L(t,xε(t),uε(t))]dt+∑

3

i=1
E[hxi

(xρ(T))(xi
ρ(T)-xε(T))]+o(ρ).

(20)

对∑
3

i=1
pε

i(xρ
i -xε

i)应用Itô公式,得到

∑
3

i=1
hxi
(xρ(T))[xρ

i(T)-xε
i(T)]⩽E∫

t+ρ

t
(uρ -uε)(pε

3-pε
1)+(uρ -uε)pε

3[ ]dt. (21)

将(21)式代入(20)式得

-ρε
1
3 ⩽J(0,x0;uρ(t))-J(0,x0;uε(t))⩽E∫

t+ρ

t
[L(xε(t),u(t))-L(xε(t),uε(t))]dt+

E∫
t+ρ

t
[(u(t)-uε(t))(pε

3(t)-pε
1(t))+(u(t)-uε(t))pε

3(t)]dt+o(ρ). (22)

不等式两端同时除以ρ,且令ρ→0,得到

-ε
1
3 ⩽E[L(xε(t),u(t))-L(xε(t),uε(t))]+E[(u(t)-uε(t))(pε

3(t)-
pε
1(t))+(u(t)-uε(t))pε

3(t)]. (23)
用 (xε,uε)替代所有的(xε,uε),对(23)式的右端使用同样方法.估计下列式子

E∫
T

0
[(uρ(t)-uε(t))pε

3(t)-(uρ(t)-uε(t))pε
3(t)]dt=E∫

T

0
(pε

3(t)-pε
3(t))(uρ(t)-

uε(t))dt+E∫
T

0
pε
3(t)(uε(t)-uε(t))dt≡W1+W2,

从引理2和(15)式可以看出,对同时满足 (1+κ)θ<2的任意的0<κ<1和1<θ<2,有

W1 ⩽ E∫
T

0
|pε

3(t)-pε
3(t)|θdt( )

1
θ

E∫
T

0
|uρ(t)-uε(t)|

θ
θ-1dt( )

θ-1
θ

⩽

C d(uε(t),uε(t))
κθ
2( )

1
θ E∫

T

0
|uρ(t)|

θ
θ-1+|uε(t)|

θ
θ-1dt( )

θ-1
θ

⩽Cε
κ
3,

同理可以得到W2 ⩽Cε
κ
3.因此

E∫
T

0
[(uρ(t)-uε(t))pε

3(t)-(uρ(t)-uε(t))pε
3(t)]dt⩽Cε

κ
3. (24)

运用同样的方法得到

E∫
T

0
[(uρ(t)-uε(t))(pε

3(t)-pε
1(t))-(uρ(t)-uε(t))(pε

3(t)-pε
1(t))]dt+E∫

T

0
{[L(xε(t),uρ(t))-

L(xε(t),uε(t))]-[L(xε(t),uρ(t))-L(xε(t),uε(t))]}dt⩽Cε
κ
3. (25)

根据(23)、(24)和(25)式,应用Hamiltonian函数(6)的定义,得到不等式(14)成立.
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3 数值算例

本节给出数值算例来说明控制对疾病的影响.用 Milstein方法[14]离散随机模型(4)为

   

Si+1=Si+[(1-(pl)1-k(pu)k)(bl)1-k(bu)k -
(βl)1-k(βu)kSiIi

(1+I2i)
-(μl)1-k(μu)kSi+

(γl)1-k(γu)kRi]Δt-
(σl)1-k(σu)kSiIi

(1+I2i)
Δtξi-

(σl)2
(1-k)(σu)2kSiI2i
2(1+I2i)2

(ξi
2-1)Δt,

Ii+1=Ii+[
(βl)1-k(βu)kSiIi

(1+I2i)
-((μl)1-k(μu)k +(cl)1-k(cu)k +(αl)1-k(αu)k)Ii-

(ml)1-k(mu)kuIi

1+(ηl)1-k(ηu)kIi
]Δt+

(σl)1-k(σu)kSiIi

(1+I2i)
Δtξi+

(σl)2(1-k)(σu)2kS2
iIi(1-I2i)

2(1+I2i)3
×

(ξi
2-1)Δt,

Ri+1=Ri+[(pl)1-k(pu)k(bl)1-k(bu)k +(αl)1-k(αu)kIi-((μl)1-k(μu)k +(γl)1-k(γu)k)Ri+
(ml)1-k(mu)kuIi

1+(ηl)1-k(ηu)kIi
]Δt,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

其中ξi(i=1,2,...,n)是独立的Gaussian随机变量N(0,1).
初始值为 (S0,I0,R0)=(120.0,1.0,1.0).参数取值为:pl=0.5,pu =0.6,bl=4.0,bu =5.0,βl=0.02,

βu =0.03,μl=0.04,μu =0.05,ml=0.3,mu =0.4,cl=0.01,cu =0.002,αl=0.8,αu =0.9,ηl=0.03,ηu =0.04.
  将上述初始值和参数值代入到数值算例中,然后在时间区间[0,100]上比较有无控制、不确定参数和随

机噪声的影响.图1的曲线分别表示不同时刻感染者的数量变化.

在存在和缺乏控制以及不确定参数的情况下对感染者数量的变化都进行了比较.图1(a)表明接受控制
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治疗的感染人口减少的速度比没有控制的人群要快.1(a)与(b)进行比较表明不确定参数对疾病的预测存在

一定影响.由图1(b),(c)与(d)可知噪声强度会影响感染者的下降趋势及峰值.

4 结 论

本文建立治疗控制变量u 和不确定参数的随机传染病模型,并进一步建立了结合随机噪声σ 和治疗控

制u 的传染病模型的拟最优控制存在的必要条件.通过数值算例,知道治疗控制u、不确定参数以及随机噪

声对传染病确实有一定的影响,它能使患病人口的数量明显减少.这说明了结论的正确性.
致谢:感谢编委和审稿人提出宝贵的修改意见.
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Necessaryconditionfornear-optimalcontrolofastochasticSIRSepidemicmodel
MuXiaojie1,ZhangQimin1,2,WangZong1

(1.SchoolofMathematicsandInformationScience,BeifangUniversityofNationalities,Yinchuan750021,China;

2.SchoolofMathematicsandStatistics,NingxiaUniversity,Yinchuan750021,China)

  Abstract:ThestochasticSIRSmodelwithimpreciseparametersandwhitenoiseisestablished.Weobtainprioriestimates
ofthesusceptible,infectedandrecoveredpopulations.NecessaryconditionforthenearoptimalityoftheSIRSmodelisestab-
lishedwithEkeland'sprincipleandanearlymaximumcondition.Anumericalexampleisprovidedforverifyingthetheoretical
results.

Keywords:SIRSepidemicmodel;intervalnumber;environmentalfluctuation;Hamiltonianfunction
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