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两类具有特殊线性结构点的平衡旋转对称函数的计数 
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摘 要 ：基于对旋转对称轨道的计算，分别给出了当变元个数为P 和加(其中P，q均为奇素数， 1)时， 

旋转对称函数类中两类具有特殊线性结构点的平衡函数的计数． 
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近年来，旋转对称布尔函数受到了越来越多的关注口 ，最初是由Pieprzyk和 Qu提出，由于它很好 

地迎合了MD4，MD5以及 HAVAL这些 Hash密码算法需要高效执行的客观要求，因此，它被应用于这些 

Hash算法的实现中_】]，人们对其自身代数结构的性质产生了极大兴趣．其中，线性结构是度量布尔函数安 

全性 的一个重要指标．众所周知 ，具有非零线性结构的布尔函数是密码学中的一类“弱函数”，布尔函数 的 

退化性可以归结为对布尔函数线性结构的研究口 ．而布尔函数的平衡性反映一种安全性能指标，也是密码 

函数的设计准则之一．因此，考察平衡的RSBF的线性结构特征既有理论意义又有应用价值． 

文献E83给出了P ( 为素数)以及一般奇数元平衡旋转对称布尔函数的计数下界．文献[9]给出了1阶 

相关免疫旋转对称布尔函数的计数，并且还推导了平衡的旋转对称布尔函数的计数公式，首次给出了十一变 

元和十三变元的 1阶相关免疫旋转对称布尔函数的数目．文献[12—13]分别构造了2户元及素数元旋转对称 

弹性布尔函数，并给出了计数公式．文献[143给出了 q元的 1阶弹性函数的构造与计数．文献[15]给出了 

P 元的所有 1阶弹性旋转对称布尔函数的精确计数．文献[10，16]构造了一类以 1为不变线性结构点的相 

关免疫函数．文献[17]证明了对于给定变量的 1阶弹性旋转对称布尔函数的构造就相当于求解方程系统，其 

个数等价于方程系统的解的个数．文献[-18]告诉我们对于平衡的或趋于稳定的旋转对称函数如何进行分类． 

本文在文献E2]的基础上，利用轨道计数公式给出了当变元个数为P 和加 (其中P<q均为奇素数，k 

1)时，旋转对称函数类中两类以1为线性结构点的平衡函数的计数．这更便于密码学工作者寻找具有良好密 

码学性质的旋转对称布尔函数． 

1 预备知识 

令 F：是二元域F 一 {0，1)上的 维向量空间，B 为全体 元布尔函数_厂： —Fz的集合．定义，的支 

撑集为supp(-厂)一{ ∈ l厂(z)一1}，称支撑集所含元素的个数为厂( )的汉明重量，记为 (厂)．对于任 

意一个集合A，用 l A I表示集合 A内元素的个数．若 (厂)一l supp(-厂)l一2 ，则称 -厂( )是平衡函数． 

定义 1 设 为正整数 ，对任意 的( ， ，⋯，z )∈ 和 1 k=三三 ，定义 (z ， z，⋯，-z )一( (z )， 

(z2)，⋯，』D (z ))，其中 P：( )一 56(汁 ) 0d ． 

如果对任意的( ，z。，⋯，z )∈F 都有 ／ ( (奎 ，z ，⋯，X ))一，(56 ， ，⋯， )，1三三三k三三三 ，则称 
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_厂(z)为旋转对称布尔函数(简称 RSBF)． 

设 一 ( ，⋯， )∈F ，令G ( )一{p ( )f 1 志 }表示由向量X生成的轨道，由于G ( )中每 

个向量的汉明重量都相等，定义轨道的重量为该轨道中向量的汉明重量． 元 RSBF的轨道个数为 g 一 

÷ (是)·2 ，其中， (·)为欧拉函数n ．当”为奇数时，令h 为所有含d个向量的轨道对数，显然d是n 
^l” 

的因子 ，且有 2h — g ． 

定义 2 设 厂∈B ，向量口∈F；称为布尔函数 _厂的0一类线性结构点当且仅当厂( + )+厂( )为常值． 

若 f(x+口)+厂( )一0，则称 为厂的0一类线性结构点；若f(x+ )+_厂( )=：=1，则称口为-厂的 1一类 

线性结构点 ；记 R (O)一 {，∈ B I厂( )+f(x+ 1)一 0}；R (1)一 {f∈B J ( )+f(x+ 1)一 1}． 

为方便读者，我们约定以下记号：F 一 { 1 ∈R (O)且 ( )一2 )；F 一 { 1 ∈R (1)且 

( )一 2 }． 

2 主要结论 

定理1 当 —P 时(声为奇素数且是三三=1)，则 1)f 。f一∑(矗c )，(2)f f一2 ． 
·= l 一 l ‘ p 

、 t L 

证明 (1)首先证明1 F o l一∑(白c： )． 
“  

因为 P为奇素数，则对任意的X∈F；，有G ( )n G ( +1)一 ，即G ( )与G ( +1)总成对出现． 

那么对任意的 。∈R (O)，有 ( )和 ( +1)同时为 0或者同时为 1． 

当 —P 时，由轨道长计数公式有： 

矗 一 1， 一 曼 一 

一  一  ==  

(吉 )_。2 一 一 

一  

等 一 一 
因为 为平衡函数，从长为 1，P，P ，⋯，P 的轨道中分别选Y。对，Y 对， 对，⋯，弘 对，使得： 

k 

f∑2p 一2‘ ”； 
。 

· 

【0≤ Y  ̂，(0 i k)． 

设上述方程有 t组不同的解，其中第J组解为( ， ，⋯，Y )，这里 1 J f． 
t L 

．  

由此可知：l F：l一∑(血c )． 

(2)下面证明 l F l一 2 ，2． 

对任意的 ∈R (1)，则 G (x)与 ( +1)恰有一个属于 的支撑集．又G ( )与G ( +1)总成对 

出现，且 为平衡函数，因此，只需令每对轨道中的任一条属于 的支撑集即可，那么对于每对轨道有两种 

选择，共有 g ／2对轨道，所以共有 2 种．因此，l F l一2 ． 
t L 

由以上讨论可知：当 —P ( 为奇素数且是 1)时，有l F l一∑(亟 )，l F l一2 ． 
例 1 以P一 5 一25为例，计算 f F }和 f f． 

首先计算 l 1． 

当 一 25时，则有 h 一 1，h 一 3，h z ===671 088．从中分别取出 对，z对 ，r对，由定理 1可得方程 ： 
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2 +2×52+2×25r一2 ～，其中 0 Y三三三1；0 z 3；0=三三r 671 088． 

上述方程等价于： +5z十25r一2 ．由Y，z的取值范围可知 0 Y+5z 16，也即0 2 一25r 16．因 

为 r为正整数，解得r一335 544，此时Y+5z===8，又由Y， 取值范围，显然可知，此方程组无解．即不存在 ， 

2，r使得 2．y+2×5 +2×25r一 2 ，所以 1 F：5『一0． 

下面计算 1 Fj 1． 

因为 为平衡函数，此时Gz ( )与G。 ( +1)恰有一个属于 的支撑集，因此，只需令每对轨道中的 

任一条属于 s的支撑集即可．由轨道计算公式：g 一去( (1)·2 +声(5)·2 + (25)·2)一1 342 184， 

所以当 一 25时 ，有 671 092对轨道，对轨道有 2种选择 ，从而 l F； l一 925 一 2。 鸵． 

定理2 当 —Pq(P，q为互异的奇素数)时，则(1)I F l一2 ，(2)『F 。I一∑ C C d ． 

证明 (1)不妨设 P<q．首先证明 『F l一2 ． 

因为 P，q均为奇素数，此时 仍为奇数，所以 (x)与G (x+1)成对出现，那么对于 ∈R (1)为平 

衡 函数 ，由定理 1(2)讨论可知 I 『一 2s ． 

(2)下面证明l F l：=：∑C b c： C d ． 

当竹一 棚 时，其轨道长只可能为1，P，q，Pq．由轨道长计数公式有： 

 ̂ === 一 一 ^ 一 === 一 = 

0 加 一 l 0 一 l o 口一l l 1 

— —  _ —  ___ 
． 为平衡函数，在长为 1，P，q，Pq轨道中分别取Y对，2对，r对，叫对，使得： 

川  

2 +2pz+2qr+2pqw 一2加～，其中 

。三三三 1．O三三三z三三三 ．O< r 

设上述方程有 t组不同的解，其中第 (1 i )组解为： 

；o<叫< 竺二 二兰= 二 二 ± 
． 

Pq 

yl ai；2：i— bi；ri一 ；wi— d1． 

从而可知：I F：1一∑c c砭c ． 

由以上讨论可知，当n—Pq(P<q为互异的奇素数)时，则有I l一∑ C：Cd ，l F l一2 ． 

例 2 以 一15为例，计算 I I和 I F{ 1． 

首先计算 I F I．因为 15为奇数，所 以G ( )与 G ( +1)成对出现 ，又 ∈ R (1)为平衡 函数 ，那 

么我们只需令每对轨道中的其中任意一条属于 -厂{ 的支撑集即可，一共有皇 ===1 096对轨道，以 l F I一 

2 。％． 

下面计算 l F I． 

当 一 15时，从长为 1，3，5，15的轨道中分别取出 对，z对，r对，砌对，由定理 2可得方程： 

2 +2×32：+2×5r十2×15w一 2̈～，其中 

0 Y 1；0 1；0 r 3；0 W’l< 1 091． 

上述方程等价于：Y+3z+5r一2”一15w．由 ， ，r的取值范围可知 0 Y+3z+5r=三三19，所以0 2̈ 一 

15w<19,又叫为正整数，可得叫∈『- ， ]一E545，546-]． 
(1)叫一 545时，．y+3z+5r一 2̈ 一15w一17，又由Y，z，r的取值范围，显然此方程组无解； 

(2)当训一546时，Y+3z+5r一 2̈ 一15w一 2，又由Y， ，r的取值范围，显然此方程组仍无解． 

也就是说，不存在 Y，z，r，叫，使得：2 +2×3z+2×5r+2×15w一 2 ～，所以 J F? l一0． 

下面利用定理 2，给出部分 加 元的 l F l和 I l，见表 1． 
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The Count of Balanced 

Functions with Two 

Rotation Symmetirc Boolean 

Specion Linear Structure 

GENG xUXU，ZHAO Xianhe 

(College of Mathematics and Information Science，Henan Normal University，Xinxiang 453007，China) 

Abstract：Based on the calculation of rotation symmetric orbits，we count the balanced p*-variabIe and Pq-variable rota 

tion symmetric Boolean functions which have two special linear structures，wherep，q are primes and 1． 

Keywords：rotation symmetric Boolean functions(RSBF)；balanced functions；counting；linear 


