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摘 要 ：研究了捕食者具有阶段结构和Machaelis-Menten型功能性反应的捕食者一两竞争食饵系统.利用比 

较定理讨论了系统的一致持久性和灭绝性 . 此外，当系统是周期系统时，通 过 Brouwer不动点定理和构造 Lyapunov 

函数，得到了系统正周期解的存在性和全局稳定的充分条件 . 最后，通过数值模拟来验证结论的正确性 .
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种群动力学是生物数学理论的重要分支，研究种群动力学对自然生态中控制种群数量，种群收获指导， 

濒危物种的保护等方面有着很重要的实际意义.自然界中的物种都不是孤立存在的，而是与其他的物种有着 

密不可分的联系.种群之间的关系基本上可以分为以下3 种 ：捕食与被捕食、竞争和合作互惠.而其中的捕食 

一食饵系统是现代生态学研究的主要课题.早在20世纪后期，我国的学者已经研究了具有功能性反应函数 

的捕食系统，讨论了系统平衡点的存在性和稳定性.对于具有MachaeUs-M enten型功能性反应的食饵一捕 

食者系统虽然已经有了不少研究[1̂ 4]，但是在研究工作中涉及竞争、时滞和阶段结构的问题尚不多见.受文 

献[4]的影响，在文献[5]的基础上，引人了时滞，讨论如下的具有竞争关系的食饵和具有阶段结构和时滞的 

捕食者的非自治食饵一捕食者系统：

±i (t) =  x x (t) (r1 (t) — bx (O x ! (t) — ej (〇x 2 (t) — 

x 2 (t) =  x 2 (t) (rz (t) — b2 (〇x 2 (t) — e2 {t)x 1 (t) —

Ci (t)y2 (t)
ai (t)y2 (t) +  x 1 (t) ' 

c2 (t)y2 (t) '
a2 (t)y2 (t) +  x 2 (t) ' 

yi (t) =  a i  (t)y2 (t) 一  d1 (t)y1 (t) 一  a ' it 一  n )y2 (t 一  r i )  e 丨卜》；| (s)ds， 

2̂ (t) — a-i (t 一 Ti ) y2 (t 一 Ti)e 一 d2 (t) y2 (t) 一 b3 (t) y22 (t) +

( 1)

/i (,t)x 1 (t — z2 )y2 (t) _|_ f 2(t)x 2(t — z3 ')y2(.t)
ai (t)y2 (t — z2) X! (t — z2) a2 (t)y2 (t — z3) x 2(.t — z3) ?

其中参数:^  〇) ， A  〇)表示两类具有竞争关系的食饵在Z时刻的种群密度，;y: 〇)，；y2 〇)分别代表捕食者种群 

^时刻在幼年期和成熟期的种群密度，并且假设幼年时期的捕食者无捕食能力， =  1 ，2)代表食 

饵种群的内禀增长率、种内密度制约， 和 & 0 ) 代表两类食饵种群之间的竞争率，4 0 ) ，不0 ) 分别代表

捕食者在幼年期和成熟期的种群死亡率， ct(t)y2(t) G = 丨，2)是捕食者捕食能力的MachaeUs-Menten型
的 ⑴ ％⑴十

功 能 性 反 应 . 时 滞 二 1 ，2,3)为固定的正常数，在这里记 r 二 m a x K i二 1，2,3)}.
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a j r ) a O)，q 〇)，义〇)，̂〇 )，/:〇)，％ 0)和 •二 l ，2 y  二 1，2,3)都是连续有界的正函数，即当 

r e  [― r ，+  ⑴）时，有 ：0 <  4  inf g (t) <  g (t) <  sup g (t) ^  gu < +  c〇.
^6 [—r.+c〇) [—r，+°°)

在本文中，假设系统（1)的初始值[满足以下条件：

^ ,^2 ^ 4) G C([— r ?0] ?R+) ?R+ =  {(x 1 jX2 jX3 jX4) I X, >  0 (z =  1,2,3,4) }. (2)

基于生态学意义，本文只在 In tR i对系统（1)进行相关研究 .

由系统（1)的第 3 个方程及初始值多的连续性，可以得到：

(〇) =  [ la1(s)y2(.s) e_I^ i(')d']d5, (3)

(.0 =  \ la1(s)y2(.s) e_Î ia)d']d5. (4)
J L— r-j

由（3)、（4)两式可知，;y j f ) 的正性完全由；y2(>)决定.因此，可以先研究下面的系统，再根据(3)、（4)式 ，得出 

% 0 ) 的性质 •

±i ( t )  =  x x ( t )  (r j  ( t )  — 61 ( f )a ：i (f) — ej ( t ) x 2 ( t )  — —/ \，

±2 ( t )  = x2 ( t )  ( r 2 ( t )  — b2 ( t ) x 2 ( t )  — e2 ( t ) x 1 ( t )  — —, f 2( ^ 2上）, ,)，
J 奶⑴％“）十:r2“） （5 )

3̂ 2 ( O  — c i \  ( t  一  t i  ) y 2 ( t  一  ti) e — d 2 ( t ) y 2 ( t )  一  b3 ( t ) y 2 2 ( t )  +

/1 ( t ) x 1 ( t  — z2)y2 ( 0  +  f 2( t ) x 2( t  — T3)y2(t)
ai ( t ) y 2 ( t  — r2) x1 ( t  — r2) a2 ( t ) y 2 ( t  — z3) x2 ( t  — r3 )

1 系 统 的 生 存 性 态

引理 1 是系统（1)满足条件(幻的正向不变集 .

证 明 设 （̂〇 )，心〇)，3；2(>))是系统（5)在条件(2)的任意解.由（5)式的前两个方程可知：

x 1 ( t )  = x 1 ( 0 ) exp( \ [ r x (s') — bx { s )xx (s') — e1 ( t ) x 2 ( t ) — —, 丨(二) ? 十）, 、] 心) >  0 ,J 〇 ai (5)3； 2 ( 5 )十：r: (5)

x 2 ( t )  = x 2 (〇) exp( \ [ r 2 (s') — b2 ( s ' )x2 (s') — e2 ( t ) x i  ( t )  — —, ? (二) ^十）, ] d 5) >  0 .J 〇 a2 { s ) y 2 i s )  x 2 i s )
结合(2)式可得，当 r > 一 t 时，:r j r ) >  0，：r2〇) >  0.

由（2)式得，当 r e  [〇，r] 时，即 （ Z — r) e  [— r ，0]，则 ：y2 G — r) >  0 .由（5)式的第3 个方程得：夕2 (r) >

一 ‘⑴ ：y2 ⑴一  &  ⑴ ：y22 ⑴ ，则有 m ⑴  >  w (〇) exp{| [— A  G ) — b  G )：y2 G )]d5} >  〇.

故当 z e  [〇，r] 时，:y2(〖）>〇.当 [r ，2r] 时，即 （ i 一 r) e  [〇，r]，同理可知，:y2 (〖）>  〇.同样的做法，可 

以证得当 r e  [〇, + ⑴）时，:y2G ) >  〇.再结合（2)式可得，当 时 ，有:y2(r) > 0 . 由（4)式可知，当 r >  

一 r 时，有:y j r ) > 0.

综上所述，集 合 是 系 统 （1)的正向不变集 .
定义 1 若存在有界紧集D C  In tR i，使得系统（1) 的任一正解都将进人并滞留在集合D 中，则称系统

(1)是一致持久的 .

定理 1 [ 6 ] 若 a 、〉 0 ，b 、〉 0 ，土（t ) >  (b — a：r (r))：r (r)，且:r (0) > 0,则 lim inf：r (r) >  立.i-̂ +〇〇 CL

定理2[ 6 ]若 a  >  Q，b >  Q，± (、t)  (b —— ax  (r))：r (r)，且:r (0) > 0,则 lim sup：r (r) <  — .
卜 +〇〇 Cl

定理3m 若 — ax (t  — r) — bx (_t) — c r2(Z)，且当一t 1  t 1  Q 时，:r (Z) >〇 ，

则（1) 若 有 lim ：r (r) =  (2) 若 有 lim：r (r) = 〇.
+̂〇〇 c +̂〇〇
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定理4(第一比较定理) F (x ，y)，y (x〇) y〇.其[ 8 ]设有 Cauchy 问 题 #  二 /(尤，>〇，：y(：r。）二：y。ax ax
中数量值函数/ 与 F 均在域G G R X R 内连续且对;y 满足局部U pschkz条件，（& ，> )  e  G.并设上式的解

均在区间(a ， W 内存在，分别记为 :：y 二：y(z ) 与 :y 二 Y (z ) .若 / ( $，> 0〈 F (：r ，>〇， V (：r ，>〇 e  G ，则 >>($)〈

Y ( x )  9x 〇 x  b  ̂ Y(_x) 9a x  x 〇.

定理 5(第二比较定理)[8] 设有 Cauchy 问题努二 /(：r ，>〇，3；(：r。）二 3;。；努二 F (：r ，>〇，3；(：r。）二 3;。，其

中数量值函数/ 与 F 均在域G G R X R 内连续，满足局部U pschkz条件，（：rQ，；y。 ） e  G ，并设上式的解均在 

闭区间[a ，6]内存在，分别记为:^ 二：y(z ) 与 :y 二 Y (z ) ^ .若 /(尤，>0 <  F (：r ，>0 ， V (尤，>0 e  G，则 

y (_x ) ^  Y  (_x ) ? x0 ^  x  ̂  b 9 y (x ) ^ > Y (x )^a < ^ x < ^ Xn.

定理 6 假 设 （̂  〇)，&〇 ) ，̂〇 )，3；2(>))是系统(1)的任一解且满足条件(2)，当下列条件成立时

> e^M2 + c^ r  ̂>  e^M, +  (6)

0 d2 一 f i 一 fz <C cli exp( — dizO j (7)

f i m 1 — finiz
a( M4 +  Mi ai M4 +  M2

则系统（1)是持续生存的，其中〇 < M/ < 城 ，0 < / ^  (

<C a\ exp(— d i n ). ( 8 )

1，2,3,4).

= J ，Mz*

rk — €2 Mi
w~

r j  
'bL2

-c^

M：
exp(— d i n ) +  /Y +  f i  ~  d2

b\
 ̂m i

r\ — ei M2 — Ci

_ _ _ a\ exp( —d}\ ti ) _
m2 =  ------777------，m4 二 --------- ^ -----

证 明 由 系 统 （5)的前两个方程，可知：

x 1( t )  <  x 1( t ) ( r 1̂ — b i x 1(t)' ) 

±2 ( 0  <  x 2 ( t )  ( r ^ — bzXz ( .0 )

由定理 2 可知 ： lim sup;  (r) ) <  M7 G

-du2
+

fkm2

' (a^M4 + M2)bT

x 1(t)bi (Mi — x 1(t)')y 

x 2(_t)b\(M2 — x 2(t)').

1，2)，又因为 〇 <M7 二 1，2)，故 3 T: > 0 , 使得当 r >

Ti 时，有 G ) <  M i，:r2 (r) <  M2.

由（5)式的第 3 个方程，可得：j;2 (r) <  a?exp(— )：y2 G — ti ) — ：y2 ⑴ （̂  — _/Y — _/Y) — b  ⑴ L：)4 W .

由定理2、定理 3 和比较定理，可知：lim Sup；y2(r) < M4,故 3 T2 > 0 , 使得当 r > T2 时，有 ；y2( r X
<—*•+〇〇

m 4.

故 3 T3 二 max{ T i，T2} >  0，使得当 r >  了 时，有:^ <  M l，：r2 O) <  M2，3；2 W  <  M4.

由（5)式的前两个方程，可得：

±i (t) >  x 1 (t) (ri 一 bi x 1 (t) 一 eiM2 一 Ci) — b ix1(t)(mi 一 x 1 (t)), 

x 2(t) >  x 2(t)(r2 — b2X2(t) — e<i M 1 — cT) =  x 2(t)(m2 ~  x 2(t)').

由定理 1 可知：lini inf;  (r) >  (z•二 1，2)，又 0 <  叫 <  (z•二 1，2)，所以 3 T4 >  0，使得当 r >  T4 时，
卜+〇〇

x 1 (t) >  m1 jX2 (t) >  m2.

由（5)式的第3 个方程，可得：

3̂z (〇 >  4  exp(- dulTl)y2 (t) (du2 : 紙  ^ T -M^  — h  yl ⑴  _

由定理1、定理 3 和比较定理，可得 ： lim inf% ⑴} >  < ，即 3 了5 >  〇，使得当 i 1 时，:y2⑴ >  叫.卜+〇〇

因此 3 T6 =  max{T3，T4，7^} >  0,使得当 z >  T6 时，有 TO! <  尤！〇) <  M!，to2 <  尤2〇) <  M2，to4 <  

；y2〇) < M4.再结合（2)、（4)式 ，可知当时间Z充分大时，3 m3 >  0，M3 > 0 , 使得 m3 <  < M3.

令  D  =  { (工 ！ 〇 ) ，工2 O) ’y ! ⑴ ，:y2 ⑴ ） I 叫  <  尤 1 G) <  M !，to2 <  工 2 G) <  M2，to3 <  ；y! ⑴  <  M3，to4 <
；y2 M4 ( %  >  0，風 >  0 ， z =  1，2，3，4) }，由以上的证明过程可知，满足条件（2)的系统（1)的任一正解都 

将进人并最终滞留在集合D 内，由定义（1)知 ，系统（1)的是持续生存的.
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定理 7 如果系统(1)满足条件(2)、（6)式及下列条件

dk exp( — d i n ) f \ f  2 j (9)

则食饵种群持续生存，捕食者将灭绝（其 中 二 1，2,3,4)与定理6 保持一致).

证 明 由条件（6)和定理6 的证明过程可得：3了二 maxIT^ T；} > 0 , 使得当 r > T 时，有 叫 ^心 ⑴ <

Mi ,m2 <  x2 ( t )  <  M 2.

由（5)式的第 3 个方程，可得：j;2 (r) <  a?exp(— )：y2 G — ti ) — ：y2 ⑴ （沿 一_/Y — _/Y) — b  ⑴ L：)4 W ，

由定理2、定理 3、比较定理和（9)式得 ： lim Sup；y2(r X 〇.故可取M T 二 0,对于充分小的V e >〇 ,令 M4 二
<—*•+〇〇

e，可知 ： lim inf%  ⑴  >  〇.又由于 Hni sup%  ⑴ <  〇，有 Hniw ⑴ 二  〇.由（4)可知 ： lim m 〇)二 0 .证毕.
―̂»•+〇〇 ―̂»•+〇〇 i—»•+〇〇 i—»•+〇〇

2 正周期解的存在性和全局稳定性

本节假设系统（1)除了满足条件（2)外 ，所有系数都是以W为周期的连续有界的正的周期函数，则系统 

(1)与系统（5)都是 W周期系统.

定理8(Brouw e r不动点定理)[ 9 ] 设 B 是 R〃中的闭单位球，又 设 — B 是一个连续映射，那么映射/ 

必有一个不动点^ 6  B ，使得 /(：r) 二:r.

定理 9 如果定理6 中的所有条件都成立，则周期系统（1)至少存在一个正周期解.

证 明 设 A (r，《）二 （:^ 〇，么），：r2 0 ，多2) ， ：yi (h A )，：y2 G ，A ) )是周期系统（1 )满足条件（2 ) 的任意一个 

正解.由定理6 的证明过程可以知道，D 是周期系统（1 )的正不变集，显然集合D 是 内 的 有 界 的 、闭的、凸 

子集.定义Poincare映 射 /:杧 ― 杧 ，且 /(仍二 A U W )，则 /( f ) 二A U ，f ).因为D g R l 则 / CD) 由 

解 对 初 值 的 连 续 依 赖 性 可 得 — D 是连续映射.由定理8 知 ，至少存在一点 a e  D ，满 足 /(a) 二 a ，即 

A 〇，a) 是系统(1)的周期为⑴的正周期解.

定理 1 0 如果定理6 中的所有条件都成立，且有如下的八> 0 ，（z 二 1，2,3)其中

Ai —— b\ 一 €z c^M4 + f ^a^M4

(aifrii mi)2
A2 — b\ 一 ei ■ c u2M A+ f 2aU2M A

Tn2)2

A 3 h\ —— —— (1 — )exp ( ——d i n  )
mA

c ^M , +  _  cu2 M 2 +  f 2 a U2 M 2

(ai m4 m\)L (.az )2

则周期系统a )是全局稳定的.

证 明 记 氏 2 i (1~\~ — ) exp(一d\zi )  ^B2 mA
/Ya?M4

(aim4 +  mi )2
，B3

(aim4 nii )2
，B4 f U2aU2MA 

(a2 ?̂ 4 H- )2

B5 =  (a/l f 2̂ 2y - 由定理9 可■知，周期系统（1)M少'存在一个周期1¥，假 设 ，̂ ，乂 ，；y2* ) 是周期系统 

(1)满足条件(2)的正的周期解，（:^，:r2，:y:，:y2)，是周期系统（1)满足条件(2)的任一正解，则有（̂ ，:r2，:V:，

y 2') , (x* jXz ^yi ^yz ) G D( t  >  0).
定义 Lyapunov函数：

VO)二 | In 心 一 In ：rf | +  | In ：r2 — In ：r2* | +  | % — | +  | In ：y2 — In ：y2* |+ f I y 2( s )  ~
J 卜Ti

3；2* ( s )  I ds +  B 2 [ I x1 (s') — Xi (s') I d5 +  B 3 f I 3； 2 (s') — y i  (s') \ +

B 4 f I x2 ( s )  — X2 ( s )  I d5 +  B5 f I 3；2 ( 5 ) — 3；2* ( 5) I ds.
J L— J L —rj

沿系统（1)计算 V O ) 的上右导数，可得：

D+ V(t)  = sign(^：i — Xi ) {— bx ( t )  (x1 — Xi ') — e1 ( t )  (x2 — ) — cx ( r ) [ —, -----— — ' ~ .—— - ]}  +
aiU)：V2 十 A  ai“）十：V2 十工1

sign ( ^ 2 — x i  ) {— b2 ( t )  ( x 2 — X2 ') — e 2 ( t )  ( x 1 — x" ') — c 2 ( t )[_— , . . —  — — —— - ]}  +
0:2 CO%  十心 a2 CO：V2 十工2

signC^i — 3； * ) [a i  ( t )  (_y2 ~  yz ) ~  d x ( t )  (>>1 — ) — a x i t  — n  )e xp (— d x ( s )  d^) (>>2 ( t  — n  ) —
J L—r-,
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y i  ( t  — n ) ) ]  +  sign (^2 — y i  ) { a i ( t  — n ) exp(— ^  ⑴山)[yz(>—ri) —乂 “了71)] 
, ^2 2̂

b3 ( t )  (_y

/ 2〇 )[

Xi ( t  — Tz )
âi (t)y2 (t — r2 ) +  (t — r2 ) a\ (Oyz (t — r2 ) +  x * (t — r2 )

______ x2 ( t  — t3)________ ___________X2 ( t  — t3)________
g.2 ( .Oy2 ( t  — r 3 ) x2 ( t  — r 3 ) a2 (Oyz  ( t  — r 3 ) +  ( t  — z?!,

(X — Z2) 
r 2) +  x[

} +  Bi ( | >>2 — >-2* I —

I yi(t — Ti) — y2 (t — n ) | ) +  B2 ( | Xi — X* | — | Xi(t — z2) — X* (t — z2) | ) +  B3 ( | y2 ~

y i  I— I y z ( t  — t2) — y i  ( t  — T2) I ) +  B 4 ( | x 2 — x i  \ — \ x 2( t  — T3) — x i ( t  — T3) | ) +

B5( \ y2 ~  yi I— I yz(t — t3) — yi (t — t3) |) < — A 1 \ x 1 — x * \ — A 2 \ x 2 — x i | — 

d\ I >"1 — | — A 3 | ：y2 — ：y2* | — —--—--- \I l l _ | (r _  n ) _  ̂ * (r _  n ) |
mA

其中，当 ：y2 >  ：y2* ? -Di — cli ( t  一 n  ) e x p (一 f  di  ( a) da)  ~ ~ 一 ^ ― 1~ * r i  > ) >  a 1 ( t  一 n  ) e x p (一
^2 ^2

，雜  ” 2a — r i) 7 2* a —ri); 当 … i ， Di
>"2* it — Ti)ai ( t  — n  ) exp(— di  (a)  d a ) (

J y z

油 —ri)) < ai0  — r d e x p C — 「 4 ( f f)d ff) — ri)— —ri). 故 A  < a y e X P (一必ri) | ；y 2〇
yz J y 2 nu

Ti ) —y2 (t — Ti ) |.

因此，D+ VO) A! | &  — W | — A2 | ：r2 — W | —沿 | ：yi — W I — A3 | %  — W I.

取 ;l 二 m in M i，A 2，A 3，&  } >  0，则有：

D + V (t) } < — A ( | x1 — X * | + 1 x2 — X2 l +  l ：y i 一 ：y f  I + 1 >"2 — >"2* I ).

对（10)式两端关于 r 从 0 到 r 进行积分，可得：

( 10 )

( I CC\ CC\ | +  | X2 — X2 | +  | 1̂ A — A

由文献[ l 〇]中引理 2 可知，l i m  ( | &  — W  | +  | ：r 2 — ：r 2* | +  | 力 一 W  | +  | %  — W  | ) =  0. 

所以，周期系统（1)的正周期解是全局稳定的.

3 数值模拟

本节将通过数值模拟来验证定理9 结论的正确性，为此，构建如下的系统：

(1 +  0. 5sin t ) y 2 ( t )  ：

(3. 5 +  0. 5sin t ) y 2 ( t )  +  x 1 ( t )  ’

(1 +  0. 5cos t ) y 2 ( t )  ；

(3. 5 +  0. 5cos t ) y 2 ( t )  +  x 2 ( t )  ’
j ；i ( t )  — 2 y 2 ( t )  — 0. l y 1 ( t )  — 2 y 2 (t  — 0. 3) exp(— 0 .0 3)， 

y 2 ( t )  — 2 y 2 (t  — 0. 3) exp( — 0.03 )  — 0. 7y 2 ( t )  — 3j ;22 (r) +

±i ( t )  — x1 ( t )  (5 +  cos t — 2xi  (r) — 0. Zx2 ( r ) — 

x 2( t )  — x2( t ) (A sin t 一 2x2 ( t )  一 0. Zxi ( t )  一

( 11)

(0. 1 +  0. 05 s i n  t)xi (t — 0. 1 )3^2 ( 0  ,

(3. 5 + 0 .  5 s i n  t)y2 (t —— 0. 1) +  ( r  ——〇.1)

(0.1 +  0. 05 c o s  t)x2(t — 0. 2 )yz {t)
(3. 5 + 0 .  5 c o s  t)y2(t — 0. 2) +  x2 (t — 0. 2)'

显然，系统（11)是 以 2k 为周期的周期系统，而且满足定理9 的所有条件，其中取]\^ =  3. 5，M2 =  3, 

M4 —— 0.7 j nil — 0. 7 ̂ m2 — 0.3,m4 —— 0.4 ^  ：

r\ — ei M 2 — Ci — 5 — 0.9 — 1.5 —— 2. 6 ^ > 0 ? r  ̂— M i  — =  3 — 1.05 — 1.5 —— 0. 45 0 ?

0 d\ — f i  — — 0. 7 — 0.15 — 0.15 =  0.4〈 a?exp(— d \ ri) — 0.970?

0 < C di — 乂1 u 1 - | - M i  — u J 'j'~ 2 =  0. 7 — 0. 006 — 0. 008 —— 0. 686 < C <2̂ e x p ( — < £ (n ) — 0.970.
ai Q：2似4十似 2

取定初始条件是:^ ( 0 ) 二4 . 5，心（0 ) 二 二 2，；y 2( 0 )二 2 ,运 用 M A T L A B 软件数值模拟如图1 所示.
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从 图 1 可知，系统(11)是持久生存的，并 且 存 在 一 个 以 为 周 期 的 正 周 期 解 ，从而验证了定理9 的正

确性.
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Nonautonomous Stage-Structured Predator-Prey System with 

Machaelis-Menten Functional Response

Liang Guizhen1 , Song Ge1,2

(1. Department of Mathematics and Information Science, Xinxiang University,Xinxiang 453003, China； 

2. Department of Mathematics and Statistics, Zhengzhou University, Zhengzhou 450000, China)

Abstract： In this paper, a predator-and-two-competitive-prey model with stage structure and Machaelis-Menten func­
tional response for predator is investigated. Using comparison theorem, the permanence and extinction of the system are ob­
tained. Further, for the periodic case, a set of sufficient conditions for the existence and global asymptotic stability of a periodic 
solution is presented through Brouwer theorem and constructing a Lyapunov function. Numerical simulation illustrate the feasi­
ble of the main result.

Keywords: stage structure; time delay； Machaelis-Menten functional response； permanence； periodicity
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