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聚类系数可调的类星形无标度网络模型

龙永尚,贾贞,林航,周建

(桂林理工大学 理学院,广西 桂林541004)

摘 要:在网络平台空前发展的背景下,提出了一个由简单规则构造的聚类系数可调的类星形无标度网络模

型.在模型的演化过程中,每个新加入的节点都通过两步连边的方式连接到网络中,其中一部分连边始终连到几个固

定节点上,其余边按度优先机制随机连到其他非固定节点上.理论分析和数值仿真的结果一致表明,该模型同时具有

无标度,小世界和类星形的特性.有趣的是,不仅度分布的幂指数依赖于固定节点个数δ和连边数m,而且聚类系数

也受δ和m 的调控,不同的是δ对聚类系数的影响很大,m 对其影响较小,这样使得聚类系数具有很大的调节空间.
进一步研究发现,该网络的同步能力也随固定节点个数的增加而增强.
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复杂网络描述了自然和社会中的许多实际复杂系统,例如蛋白质网络[1]、代谢网络[2]、人际关系网络等

等.研究表明大多数实际网络有两个显著的特性:一是无标度特性,即网络节点的度分布遵循幂率分布;二是

小世界特性,即网络具有大的聚类系数和小的平均路径长度.在近二十年里,科学家提出了许多网络模型去

模拟或解释实际网络这两特性.其中最著名的两个网络模型是 WS小世界网络模型[3]和BA无标度网络

模型[4-5].
这两个模型的提出极大地推动了网络科学的研究,使复杂网络迅速成为复杂性科学的研究热点[6-8].然

而,这两个模型分别描述了网络的小世界和无标度特性,而不同时具备这两个特性.此后,许多学者在网络建

模上又做出了大量研究,一些新的网络模型被相继提出[9-13].Li和Chen[9]提出了局域演化世界网络模型,其
度分布从指数分布过渡到幂率分布.Cao等[10]提出了邻居演化世界网络模型,该模型与局域演化世界网络的

度分布是一样的,但它的聚类系数在不同的参数下有不同的结果.Guo等[11]提出了一个具有可调分类系数

的增长无标度小世界网络,这个网络同时具有小世界效应和无标度的特征.Zhang等[12]提出了聚类系数可调

的局域演化世界网络模型.刘慧等[13]在BA模型的基础上研究了兼顾局域演化、增长,以及局域与局域外存

在较弱连接等因素的加权网络.
以上的模型都基于现实网络的小世界和无标度特征提出来的.然而科技高速发展的今天,让许多传统意

义上的定律不再适用.例如“六度空间”理论,因为互联网络空前发展,“二度空间”的时代已经来临.现实网络

的拓扑结构开始趋向于星形网络结构,“类星形”已成为许多新型网络的重要特性.随着经济全球化,城市群

也开始出现类星形网络拓扑结构[14-16].例如长江中游城市出现分别以武汉市和长沙市为中心形成两个星形

城市小群体[16].不过,现实网络中的偏好连接机制还是存在的.鉴于此,本文将结合网络的类星形与偏好性特

点,提出一个类星形无标度网络模型,以此来模拟和解释实际网络上述新特性.
本文提出了一个类星形无标度网络模型(star-likescale-freenetwork,SLSF),给出了模型的构造算法,

分别从3个方面(网络的度分布、聚类系数、平均路径长度)研究了这个模型的统计特性,而且进一步研究了
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网络的同步能力.理论分析和数值仿真表明,该网络同时具有小世界、无标度和类星形特点,且网络的聚类系

数有很大的调节空间,同步能力随固定节点数的增大而增强.

1 SLSF模型的构造

SLSF网络模型的构造算法如下.
初始网络:给定一个具有m0 个节点的全局耦合初始网络.
增长规则:每一步加入一个具有m(m ⩽m0)条边的新节点进入网络中,在初始网络中随机选定δ(0⩽

δ⩽m ⩽m0)个固定节点,新加入节点的连边规则如下:

1)新节点连接到δ个固定节点,得到δ条边.
1)将新节点中剩下的m-δ条边按度优先机制连接到非固定节点.连接概率与非固定节点的度ki 之间

满足如下关系

∏i=ki/(∑jkj),

其中,∑jkj 代表所有的非固定节点的度之和.

2 SLSF模型的统计特性

2.1 度分布

度分布是网络的最重要的统计特征之一,下面运用平均场方法分析SLSF模型的度分布.
分成两种情形来讨论:

1)当m=δ,即固定节点的个数等于连边数时.显然,SLSF网络就是类星形网络(固定节点与网络中所

有节点相连,非固定节点之间没有连边).每个非固定节点的度ki=m.固定节点的连边数ki=N-1.因此,当

m=δ时,网络的度分布服从两点分布.
2)当δ<m,即固定节点的个数小于连边数时.假设初始网络有m0个节点,记t时刻节点i的度为ki(t).

对于充分大的t,可以忽略初始网络中的边数,且m0+t≈t.首先,网络的节点分成固定节点和非固定节点.
由于固定节点在整个网络中的相对比例趋于0,所以在度分布的证明中只需考虑非固定节点.当一个新的节

点加入到系统中来时,节点i的度改变概率为

(m-δ)∏i
(t)=

(m-δ)ki(t)

∑
j
kj(t)

=
(m-δ)ki(t)
(2m-δ)t .

假设时间t是连续的,节点i的度连接概率即为节点i的变化率

∂ki(t)
∂t =(m-δ)∏i

(t)=
(m-δ)ki(t)
(2m-δ)t . (1)

假设节点i是在时刻ti 加入网络的,那么微分方程(1)的初始条件为k(ti)=m,于是求得

ki(t)=mt/ti( )
m-δ
2m-δ. (2)

由概率的定义,度分布概率P(k)满足

P(k)=∂P(ki(t)<k)/∂k. (3)
由(2)式可得

P(ki(t)<k)=P(ti > m/k( )
2m-δ
m-δt). (4)

假设节点是以相等的时间间隔添加的,那么ti 的概率密度为

P(ti)=1/(m0+t). (5)
由(3)~(5)式,可得

P(k)=
∂P(ki(t)<k)

∂k =
2m-δ
m-δm

2m-δ
m-δ t

m0+tk
-
2m-δ
m-δ-1,
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所以网络的度分布为P(k)~k-γ,即服从幂率分布,且幂指数为γ=
2m-δ
m-δ +1=3+

δ
m-δ.显然,当m 一

定时,幂指数γ随δ的增加而增加,特别地,当δ=0时,幂指数γ=3,此时SLSF模型即退化为BA无标度网

络模型.在图1(a)中显示了数值仿真结果,随着δ的增加,度分布曲线在双对数坐标下变得越来越陡,即幂指

数也越来越大.理论与数值计算结果一致.
2.2 平均路径长度

下面分两种情形来讨论网络的平均路径长度.1)当δ=0时,此时这个模型就是BA模型,平均路径长度

l~lnN/lnlnN[17].2)当δ≠0时,根据模型节点的度分布和连边特点,容易推得平均路径长度l=
2C2

N-δ -mN -δ2-δ+2δN/C2
N .

l=
lnN/lnlnN,δ=0,

2C2
N-δ -mN -δ2-δ+2δN/C2

N,δ≠0.{ (6)

由(6)式,可以得到当δ≠0,N →+∞ 时,l→2.这表明,当SLSF网络规模很大时,它的平均路径长度几乎

与固定节点的个数δ和连边数m 无关,都无限接近于2,如图1(b)所示.

2.3 聚类系数

同样分成两种情形讨论.1)当m =δ 时,显然,聚类系数为C=1.2)当δ≠L 时,聚类系数C 为:C=

∑
N

i=1

(Ci/N),其中,Ci 是节点i的局部聚类系数.根据聚类系数的定义,Ci 满足等式Ci =E(i)/C2
ki,其中,

E(i)是节点i的邻居集合中边的条数,ki 是节点i的度.
将E(i)分成两部分来求:第一部分只计算节点i邻居集合中非固定节点之间的连边数E1(i);第二部分

计算邻居集合中剩下的边数E2(i),即E(i)=E1(i)+E2(i).对于E1(i)用平均场理论的方法去求解.
当一个新的节点加入到系统的时候,仅仅当这个节点连接到节点i与i的邻居节点的时候(固定节点不

考虑),E1(i)才改变.新节点与节点i的邻居节点的连边数为x=1,2,…,m-δ-1,所以E1(i)的微分方程

可以写成下列的形式

∂E1(i)
∂t =(m-δ)

ki

(2m-δ)tC
x
m-δ-1(∑

j*

kj

(2m-δ)t
)x, (7)

其中,∑
j*

kj 是节点i的邻居节点的度之和.对于随机网络[18]

∑
j*

kj =ki
<k>
4lnt=

2m-δ
4 kilnt.

  由于
∑
j*

kj

(2m-δ)t=
kilnt
4t ≫(

kilnt
4t

)2,所以对于(7)式,只需要考虑x=1的情况,因此(7)式可以简化为
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∂E1(i)
∂t =(m-δ)

ki

(2m-δ)t
(m-δ-1)

kilnt
4t . (8)

对等式(8)右边的部分进行积分

∫
N

1
(m-δ)

ki

(2m-δ)t
(m-δ-1)

kilnt
4t dt. (9)

不妨令Ki(t)=m t/ti,由于在经典的BA网络中每次加入一个节点,系统度增加2m,而在此模型中除去

固定节点后,加入系统的度为2m-δ,故节点的度满足下列不等式

2m-δ
2m Ki(t)⩽ki(t)⩽Ki(t). (10)

当t较小时,ki(t)=Ki(t);当t较大时,ki(t)=
2m-δ
2m Ki(t)且Ki(t)≪t,此时,在(9)式的积分值中不管

选择ki(t)或者Ki(t),其变化不大,故令ki(t)=Ki(t).于是,(9)式可以积分

∫
N

1
(m-δ)

ki

(2m-δ)t
(m-δ-1)

kilnt
4t dt=

(m-δ)(m-δ-1)
4(2m-δ) ∫

N

1

K2
i

t
lnt
t dt=

(m-δ)(m-δ-1)
4(2m-δ) ∫

N

1

m2

ti

lnt
t dt=

m2(m-δ)(m-δ-1)
4(2m-δ)ti

(lnt)2

2
é

ë
êê

ù

û
úú

N

1
=

(m-δ)(m-δ-1)
8(2m-δ)

(lnN)2

N K2
i(N)=

m2(m-δ)(m-δ-1)
2(2m-δ)3

(lnN)2

N k2i(N).

再结合(7)式,可以得到

E1(i)=E1(i,0)+
m2(m-δ)(m-δ-1)

2(2m-δ)3
(lnN)2

N k2i(N), (11)

其中,E1(i,0)是节点i刚加入系统时,它的邻居节点集合中非固定节点之间的连边数.由于E1(i,0)≠0的

概率很小,所以不妨令E1(i,0)=0.同时,根据固定节点的特点,可以得到E2(i)=δ(ki-δ)+
δ(δ-1)
2 .

当N 很大且δ≠0时,有E2(i)≫E1(i),所以节点i的聚类系数

C(i)=
E1(i)+E2(i)

C2
ki

=
E2(i)
C2

ki
=
2δ(ki-δ)+δ(δ-1)

ki(ki-1)
.

当δ=0时,由(11)式可得节点i的聚类系数

C(i)=
E1(t)
C2

ki
=

m2(m-δ)(m-δ-1)
2(2m-δ)3

(lnN)2

N k2i(N)

C2
ki

=
(m-1)
8

(lnN)2

N .

综上所述,节点i的聚类系数

C(i)=

(m-1)
8

(lnN)2

N
,δ=0,

2δ(ki-δ)+δ(δ-1)
ki(ki-1)

,0<δ<m,

1,δ=m.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(12)

从(12)式可以看出,当0<δ<m,节点的度比较大时,度为k的节点的平均聚类系数

C(k)=
2δ(k-δ)+δ(δ-1)

k(k-1) ~k-1, (13)

见图2和图3.在很多网络模型[19-21]和一些实际网络中[22],局部聚类系数C(k)都大致满足(13)式.其次,在
图2中δ的变化引起C(k)较大的波动.这些波动几乎覆盖了所有的非固定节点,且随着δ的增大,C(k)增

大,每个节点的增幅基本相同,双对数曲线几乎成平行线.由图3或者(11)式,可以看出连边数m 也能影响

C(k),但是并不敏感,对于不同的m 得出的C(k)曲线几乎重合在一起.用δ和m 组合来调节聚类系数,使得

SLSF模型的聚类系数有很大的调节空间.
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特别地,对于δ=0,SLSF模型退化为BA网络模型,聚类系数为C=
(m-1)
8

(lnN)2

N .这个结果与前人

得到的结果[23]是一致的.

对于δ<m,有C=∑
N

k=m
P(k)C(k),因为度分布为P(k)=Ak-(3+

δ
m-δ

),A 是一个常数,满足下列等式

∑
N

k=m
Ak-(3+

δ
m-δ

)
=1.网络的平均聚类系数

C=(∑
N

k=m
k-4+

δ
m-δ2δ(k-δ)+δ(δ-1)

k-1
)/(∑

N

k=m
k-(3+

δ
m-δ

)), (14)

如图4所示.

3 SLSF网络的同步能力

由主稳定函数理论可知,网络的同步能力可用网络的Laplacian矩阵的第二大特征值λ2和特征值比R=
λN/λ2 来刻画[24-27].特别地,对于BA无标度网络来说,由于当N 趋于无穷时,BA网络的Laplacian矩阵的

第二大特征值趋向于一个与m 有关的负常数,所以BA网络的同步能力一般用λ2 来刻画.选取网络的第二

大特征值(记为λ2(m,δ))来研究SLSF网络的同步能力.仿真实验结果如图5所示.随着固定节点个数的增

加,此网络的Laplacian矩阵第二大特征值λ2(m,δ)越来越小,即同步能力越来越强,且当连边数m 相同时,
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SLSF网络的同步能力强于BA网络的同步能力.比较图5(a)和图5(b)可知,该网络的同步能力随连边数m
的增加也增强,且连边数m 对于同步能力的影响强于固定节点对于同步能力的影响.其中δ=0就是BA模

型,δ=m 就是类星形网络模型.

4 结 论

本文提出了一个聚类系数可调的类星形无标度网络模型(SLSF模型).理论分析和数字仿真共同表明,

SLSF网络同时具有小世界、无标度和类星形的特点.其聚类系数在固定节点个数δ和连边数m 的共同调节

下,具有很大的调节范围.进一步研究发现,SLSF网络的同步能力随固定节点个数的增加而增强,随连边数

m 的增加也增强,但是连边数对此网络的同步能力的影响要强于固定节点个数的影响.当然,SLSF模型还

有许多不完善的地方.首先,随着网络空前的发展,类星形模型虽然越来越符合现实网络模型,但是各节点之

间的关系变得空前的复杂,不能仅仅根据度这一种偏好连接来构造无标度的特性.其次,类星形的特点在模

型的构造中就体现出来了,如何从经典BA模型中演化出类星形的特点也是值得去探究的.
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Star-likescale-freenetworkmodelwithtunableclustering
LongYongshang,JiaZhen,LinHang,ZhouJian

(CollegeofScience,GuilinUniversityofTechnology,Guilin541004,China)

Abstract:Inthecontextofunprecedenteddevelopmentofthenetworkplatform,thispaperproposeasimpleruletocon-
structthestar-likescale-freenetworkmodelwithtunableclustering.Intheprocessofevolutionofthemodel,eachnewlyadded
nodeisconnectedtothenetworkthroughtwosteps,andsomeofthelinksareconnectedtoseveralfixednodeswhiletheother
edgesarerandomlyconnectedtothenon-fixednodesbythedegreefirstmechanism.Theoreticalanalysisandnumericalsimula-
tionshowthatthemodelhasthecharacteristicsofscale-free,small-worldandstar-like.Interestingly,notonlythepowerexpo-
nentisrelatedtothefixednodesnumberδandtheedge-addingnumberm,butalsotheclusteringcoefficientcanbetunedbyδ
andm.Thedifferenceisthatδhasagreatinfluenceontheclusteringcoefficient,andmhassmalleffectonit,whichmakesit
canbetunedinabiginterval.FurtherstudiesshowthatthesynchronizabilityofSLSFnetworkwillbestrongerwiththenum-
beroffixednodesincreasing.

Keywords:complexnetworkmodel;small-world;clusteringcoefficient;scale-free
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