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无约束多目标优化的一种新的拟牛顿法 

王菲菲 ，徐 尔，赵金玲 

(北京科技大学 数理学院，北京 100083) 

摘 要 ：基于在新拟牛顿方程形式下无约束单目标优化问题改进的拟牛顿法，提出了无约束多目标优化问题 

的一种新的拟牛顿法，同时在一定的假设条件下，结合 Wolfe线性搜索准则 ，证明了算法具有全局收敛性和超线性收 

敛性，并进行了数值试验，结果表明，所提的新算法是正确和有效的，并能够迭代得到可使多个目标更优的临界点． 
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对于下列无约束多目标优化问题： 

(MOP)minF( )一 {fx( )，厂2(z)，⋯ ， (z))，X∈ R ， 

其中F(z)：R”一R 二阶连续可微，设F( )在点 处的Jacobi矩阵为 F(z)∈R ，而JF(x) ： ( fl， 

， ⋯ ， )， 在点 X处的梯度为 (z)∈R ，记 Hessian矩阵为 (z)， = 1一，⋯，m． 

在多目标优化问题中，不再使用单目标问题中最优解的概念，而是使用文献[1]给出的 Pareto最优解的 

概念．基于此定义，文献[2]给出了无约束多目标优化的最速下降法，文献[3]给出了无约束多目标优化的牛 

顿法，文献[4]又研究了无约束多 目标优化的拟牛顿法． 

考虑下面的无约束极小极大值问题： 

(P i 
f= l，

m a
，

x
⋯

vL(z) + 1 B
j( ) 

，R 1 2 m d∈ J一 ，，⋯ r 

根据文献[4]，可求得其最优解 (z)和最优值 r(z)． 

文献[5-1给出了无约束单 目标优化改进的拟牛顿法，在每步迭代中，除利用了目标函数的梯度信息还用 

到了目标函数值的信息，所以其数值结果优于拟牛顿法．本文在文献Is]的基础上，结合多目标优化的拟牛 

顿法Ⅲ，给出了无约束多目标优化的一种新的拟牛顿法，并证明了算法的全局收敛性和超线性收敛性，数值 

试验表明这种新算法较之文献[4]中的拟牛顿算法具有一定的优越性． 

1 算法及其性质 

取常数c∈(o，1)， ∈(号， )，初始点 。∈Rn 9初始对称正定矩阵BJ f E RnXn, 一1，2，⋯，m和参 

数e>。．置愚：一。，定义 一{专l 。， ，一’)· ’ 
(1)若 r(x。)>一￡，停止迭代．否则转第(2)步． 

(2)计算 d̂；d 一d(x )． 

(3)计算搜索步长口 其中口 ∈J一{刍l 一。，1，⋯}中满足下式的最大者· 
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厂J(xk+akd k) fJ(xk)+ca kr．(x )； 厂J(sck+1)Td (z ) d ； ===1，2，⋯ ，m． 

(4)按校正公式计算 B + ；B蚪 一』B 一 B P+ ， 2' 五>o．． (4)按校正公式计算 +1；蚪1一J  ̂批 。  ̂五 ’ ／ ． 
【B神，其他． 

记 B批=Bj( )̂，定义 批= ，J(z抖1)一V厂J(z )，Pk—z抖1一．7Ĉ一 akd ． 

其中 五一Yjk+A批P ，A曲= 二 ％ ． 『l户̂Il 
(5)置z抖1一 +akd ， ：一愚+1，转至第(1)步． 

若 M～N是正定阵，M，N ∈R ，本文记为M > N．B(x，r)表示以点 z∈R 为中心，r为半径的闭 

球域． 

引理 1 若 z (z)z> 0，Vz， ∈R B批对称正定本文算法产生的B卅 也为对称正定阵． 

证明 由于 

p Yj k= 业+ Ajkp 一2(厂J 一 +1)+2 +1 P =2(一g二+1 P + ， 

1． T (ẑ+O(ẑ+1一ẑ))户̂1+2g五+1 P 一 

户 [z +O(：ck+I～ )] > 0( ∈ (O，1))． 

再由文献[5]中的定理 3．1可知：当 五> 0时，有 B + ‘> 0成立． 

由引理 1知，若 厂J(z)z> 0不成立， ㈩ 可能失去其正定性，所以采取本文算法步(4)中的迭代 

公式． 

引理2 序列{(z ))由本文算法及{(B ))迭代得出．对任意的 ， ∈V当愚 忌。，Il y--~c }I< 时， 

有以下不等式成立： 

ll ( )一( ，J(xk)+B ( ～ẑ))fI<￡}I y一35" ll， (1) 

Ifj(y)一(f~(cck)+ (z ) ( —z )+ I(y--Xk) rB业( ～z ))I<号Il — lI 2． (2) 
证明 首先，对任意的 lI z， 『l∈V c R 当Y—z< 时，有 If( ( )一 ( ))ll< ，J= 

1，2，⋯， 成立．再根据文献[5]中定理6．9． lira
。。 

二 一 0
． 拓展到多目标存在愚。∈N， 

对任意小的e∈l ，当忌 忌。时，下式成立 

要 <吾， 一1'2，⋯，仇， (3) lI( —z )ff 、2 ” ”“’ 
以下证明同文献[4]定理 5，即可证(1)式(2)式成立，这里不再赘述． 

引理 3 若 ∈R ，口，b∈ll+，a b，如果口 三三三Bj(z) 6 ，则有 

(1)导I】 ( )1l 1 r(z)I b lI d( )ll ； 

(2)l r(z)l ( 【一)I1 厂J( )ll ，对所有的 o,j一1，2，⋯， ，且∑m 一1． 
证明 由引理1知本文算法产生的B (z)>O． 以下证明见文献[3]中的定理4．2与定理4．3．将其中的 

Hessian矩阵用本文的B 代替． 

引理 4 设V c R”是一个凸集，其中愚。∈N，口，6，r， ，￡∈11+．序列{z )由本文算法及{B )迭代得出 

且满足以下条件 ： 

(i)对所有 z∈ V，J一 1，2，⋯， ，n 厂J( ) bI且n工三三三B (z) bI； 

(ii)对所有 z，Y∈V，ll —z I1< ， 一 1，⋯，m，有 ll ( )一 厂 (z)1l< e／2； 

(iii)对所有的是三兰=愚o，Y∈V， 一1，2，⋯， ，I J(B 一 。厂J(z ))(y—z )iI< (e／2)II —z 『f； 

(iv)B(xk。，r)C 、，； ． 

(v)￡／a< (1一 c)； 
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(Vi)Il 。ll< min{8，r(1一e／a)}． 

则当愚三三=ko时，有以下结论成立：(a)ll Xk—z 。ll (1一(e／a) 。)／(1～e／a)ll d 。ll；(b)【l ll 

(e／a)卜 Il d ll；(c)口 一1；(d)ll 抖 ll≤ (e／a)lI l』． 

证明 由引理l知本文算法产生的Bj( )>0所以条件(i)可满足；本文引理2中的(3)式成立则条件 

(iii)满足；其他条件同文献[4]，以下证明见文献[4]，即有结论(a)、(b)、(c)、(d)成立 

2 算法的收敛性 

假设 H ：水平集0={X∈R lF(z) F( 。))有界． 

假设 H。：梯度 ，I( )( 一 1，2，⋯， )在包含水平集 的开凸集上 Lipschitz连续． 

定理 1 算法或有限步终止于问题(MOP)的 Pareto一临界点，或产生无穷点列{X )，其任意聚点都是问 

题(MOP)的Pareto-临界点． 

证明 {R)是一下降序列，显然算法产生的无穷点列(X }包含在集合 Q内，假设 H 成立，根据假设 

H ，对所有 ，存在M> 0，满足 ll ll M．取z 为其一有限点且存在无穷子列{z屯) — X ，N c {1， 

2，3，⋯)．由假设 H 及{F(x ))按分量单调下降且有下界，可知{F(xk)}有极限．又由步长原则可知：F(x )一 

F(x +a d̂ ) 一∞ r̂(z ) 0．于是得到 ， 

limâr(z )̂： 0． (4) 
-+ 。 。 

现取无穷子列收敛于z 考虑下列两种情况：1)lim infa > 0；2)lira inf a =0． 

1)存在一个序列{z )收敛到 且满~Tzlima ，一a>0，根据(4)式，得limr(x z )=0因为r是连续函 

数啪 则函数与极限可交换次序于是得到 r )一0 

2)由引理 4知序列{ )有界，取{乳 )的一个子序列{ 
，
)，使得序列{ )同样收敛于某个 ． 

因为 l
+

im
。。infa ：o，取某q∈N，对r足够大，口 <刍，这意味着W。Ife条件不满足n一 ，即存在一个 

，有 (Xkr+(击) ，)> (乳 )+c(专)r(乳 )(对r足够大)取极限r一。。，有 

(z +(击) )>，j( )+。(参)( 鼍 ，j( )T3+ 
’ 

专 V (z ) )一 ( )+c(寺)r( )， 
对至少一个 ∈ {1，2，⋯， )成立，所以r(x’) 0．由文献E~3中定理 2有 r(x ) 0，所以r(x )一0． 

结合 1)、2)，知 ．76 是 F(z)的临界点再由文献E4]冲定理 1可知 z 为V上F(z)的Pareto最优解． 

定理2 本文算法产生的序列{X )超线性收敛于 Pareto最优解 X ． 

证明 首先，定义 ： ll 。lI ， 一 ll lI(￡／口)H。，根据三角不等式，假设(iV)，(Vi)及结 

论(a)得 

B(zl，rk)C B( 。，r) V ， (5) 

选择任意的 ∈l ，定义 ． 

享：min )， (6) 
对于J— l，2，⋯，m，当k 尼。，【_ 一 lI< 时，对所有的 ：Y∈B(x ， )，满足不等式 

Il 。 ( )一 (z)l】<导， (7) 

同理当 z k时，对所有的Y∈B(x ， )，满足不等式 

【l(B 一 ( z))( — )ll<导ll y— z lI． (8) 
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式，(i)，(v)不变，(vi)换为 ， ， 的定义．由引理4结论(口)知 ．fI z 一z }f }l (用 z代 

是，愚代k o)当z— C×。时，得 II z 一z 1l ll d II =二_1 再根据引理 4结论(d)得： 

一  lI l】dk+ l 『二 }} ， (9) 

根据三角不等式和(9)式得： 

ll z 一z lI II z蚪 一z II—l】z 一z蚪 II II II—II ll 一1l ll 三 ． (1o) 

由于 =min{ ，￡1，可知1—2 ／a>0，1一 ／n>o再由(9)式、(10)式得： 
l】z 一 II I 一z Il ， (11) 

根据 的定义：o< < 当是一+∞ 时， ／口一 o，1—2g／a
／ 

一 1，那么 一 0，即 
e “  ‘ ， 

所以本文序列{X )超线性收敛于 z ． 

3 数值试验 

X  

一 。， lI 
一

z ll ’ (12) 

为了进一步检验算法的有效性，选取算例对本文进行数值试验，并与文献[4]中的多目标拟牛顿算法进 

行比较． 
1 

例：minf X{一z1z2+ ；一2xl+zz，÷((z1—1) +2(z2—2) )1． 
∈R ＼ ‘± ， 

用 IP表示初始点，NM表示本文提出的新的拟牛顿算法，QN表示文献[4]中的拟牛顿算法，Critical表 

示 Pareto一临界点，Feval表示对应的函数值，Iter表示算法迭代次数，T表示新算法在得到与算法 QN相同 

迭代点时的迭代次数．在本文算例中，取参数 =0．7，c一0．1精度设为I l 1O一．所得到的数据如表 1． 

表 1 NM 方法与 QN方法的数值 结果 

(一 2，1) 

(QN) (一5，2) 

(一10，1) 

(一 2，1) 

(NM) (一 5，2) 

(一10，1) 

从表 1可以得出当达到同一精度时，本文提出的新的拟牛顿算法 NM 在迭代得到相同临界点的情况 

下，所需的迭代次数要比QN少或相同，但是 NM继续迭代会得到比QN更优(Feval值更小)的临界点，而 

QN已终止于相同临界点． 
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Abstract：Based on the improved quasi·Newton s methods for unconstrained optimization problems，we present a new 
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