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具有时变系数的非局部混合抛物系统解的爆破
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(1.广州华商学院 数据科学学院,广州511300;2.广东农工商职业技术学院 科研处,广州510507)

摘 要:研究了非线性边界条件下具有时变系数和吸收项的非局部混合抛物系统解的爆破问题.运用微分不

等式技巧,得到了高维空间上非线性边界条件下具有时变系数和吸收项的非局部混合抛物系统全局解的条件.同时,

通过构造能量表达式,应用Sobolev不等式等技巧,推出了爆破发生时解的爆破时间下界的估计.
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抛物方程和抛物系统解的爆破研究近来取得了丰硕的成果[1-9].早期的研究成果主要集中在三维空间

上齐次边界条件和Robin边界条件下考虑解的全局存在、爆破时间上下界的估计、爆破率、解的渐近性等.之
后,考虑了在高维空间上非线性边界条件下解的性态研究.近年来,具有时变或空变系数的局部和非局部抛

物方程和抛物系统解的爆破问题受到了学者们广泛关注,主要考虑在一定的边值条件下爆破解的全局存在

性和上下界估计等.一定意义上,非局部的抛物方程和抛物系统比局部的情况更有实际价值,因而探讨非局

部的抛物方程和抛物系统解的爆破有更强的理论和实际意义.同时因为局部的数学模型理论和方法不适用

于非局部的情况,故对于非局部的研究存在不少困难.有关爆破解的界的估计,目前研究上界的方法较多,而
下界较少.

文献[2]研究了一类非线性反应扩散方程解的爆破问题:(g(u))t=∇·(ρ(|∇u|2)∇u)+k(t)f(u),
(x,t)∈Ω×(0,t*),在齐次Dirichlet边界条件下,作者得到了高维空间上解的上下界估计和解的全局存

在条件.

文献[3]研究了非线性边界条件下多孔介质抛物方程解的爆破问题:ut=Δum +up∫Ω
vqdx-us,(x,t)∈

Ω×(0,t*),在齐次Dirichlet和Neumann边界条件下,作者分别得到了三维空间上爆破发生时解的爆破时

间的下界估计.
文献[4]研究了依赖于时间的抛物系统解的爆破问题:

ut=Δum +k1(t)f1(v),(x,t)∈Ω×(0,t*),

vt=Δvn +k2(t)f2(u),(x,t)∈Ω×(0,t*),{
在齐次Dirichlet边界条件下,作者得到了三维空间上解的全局存在的条件.同时在某些约束条件下得到了三

维空间上解的爆破时间的上界和下界估计.
文献[5]研究了如下抛物系统爆破问题:

ut=∑
n

i,j=1
(aij(x)uxi

)xj
-f1(u,v),(x,t)∈Ω×(0,t*),

vt=∑
n

i,j=1
(bij(x)vxi

)xj
-f2(u,v),(x,t)∈Ω×(0,t*),

ì

î

í
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在非线性边界条件下,得到了高维空间上解的爆破条件以及爆破发生时解的爆破时间的上界和下界估计.
受以上文献的启发,本文研究非线性边界条件下具有时变系数和吸收项的非局部混合抛物系统解的全

局存在性和爆破问题:

ut=Δum +k1(t)up∫Ω
vqdx-uα,(x,t)∈Ω×(0,t*),

vt=(ρ(|∇v|2)v,i),i+k2(t)vr∫Ω
usds-vβ,(x,t)∈Ω×(0,t*),

∂u
∂n=g1(u),

∂v
∂n=g2(v),(x,t)∈∂Ω×(0,t*),

u(x,0)=u0(x)⩾0,v(x,0)=v0(x)⩾0,x∈Ω,

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(1)

其中m,p,q,r,s>1,α,β>0,ρ(|∇v|2)⩾1,g1(u)⩾0,g2(v)⩾0,ki(t)>0(i=1,2),Ω 是高维空间

Rn(n⩾3)中的一个有界凸区域,Δ代表拉普拉斯算子,∇ 代表梯度算子.∂Ω 是区域Ω 的边界,t* 代表可能

的爆破时间.∂u∂n
,∂v
∂n

分别是u,v 在边界∂Ω 上的外法向量导数,假设其足够光滑.

抛物方程和抛物系统解的爆破研究在物理学、生物学、天文学、化学、航天等领域有着广泛的应用.目前

尚未发现研究(1)的相关文献.本文的目标是研究其在高维空间上非线性边界条件下解的全局存在性条件以

及爆破发生时解的爆破时间的下界估计.如何恰当处理高维空间、非局部项、吸收项以及非线性边界条件对

解的爆破影响是本文的难点也是其亮点.

1 全局存在性

本文推导需要用到下面两个引理.
引理1[6] 设Ω 是Rn(n⩾3)上的有界凸区域,则对于u∈C1(Ω),s>0,有如下不等式:

∫∂Ω
usdA ⩽

n
ρ0∫Ω

usdx+
sd
ρ0∫Ω

us-1|∇u|dx, (2)

其中ρ0=min
x∈∂Ω
(x,n),d=max

x∈Ω
|x|.

引理2[10] Sobolev不等式

∫Ω
u

(σ+m-1)n
n-2 dx⩽C

2n
n-22

n
n-2-1∫Ω

uσ+m-1dx( )
n

n-2

+∫Ω
|∇u

σ+m-1
2 |2dx( )

n
n-2

[ ] , (3)

∫Ω
v

σn
n-2dx⩽C

2n
n-22

n
n-2-1∫Ω

vσdx( )
n

n-2

+∫Ω
|∇v

σ
2|2dx( )

n
n-2

[ ] , (4)

其中C=C(n,Ω)是一个与n 和Ω 有关的Sobolev嵌入常数.
定理1 假设满足如下条件:

0⩽g1(ξ)⩽b1ξ
s1,0⩽g2(ξ)⩽b2 ξ

s2

ρ(|∇ξ|2)
,ξ>0,bi >0,ρ(|∇ξ|2)⩾1,si,m,p,q,r,s>1,

α>max{p+q,r+s,m+2s1-2},β>max{p+q,r+s,2s2-1},
k'

i(t)
ki(t)

⩽-li,li >0(i=1,2),ki(t)>0,t⩾0. (5)

则问题(1)的解在任何有限时间都是有界的,即问题(1)是全局存在的.
证明 首先定义辅助函数:

φ(t)=k1(t)∫Ω
u2dx+k2(t)∫Ω

v2dx, (6)

运用散度定理,首先对(6)式求导数并注意到(5)式,得:

φ'(t)=k'1(t)∫Ω
u2dx+2k1(t)∫Ω

uutdx+k'2(t)∫Ω
v2dx+2k2(t)∫Ω

vvtdx⩽-Lφ(t)+

2k1(t)∫Ω
uΔumdx+2k21(t)∫Ω

up+1dx∫Ω
vqdx-2k1(t)∫Ω

u1+αdx+
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2k2(t)∫Ω
v(ρ(|∇v|2)v,i),idx+2k22(t)∫Ω

vr+1dx∫Ω
usdx-2k2(t)∫Ω

v1+βdx. (7)

其中L=min{l1,l2}.
对于(7)式右边第2项,由散度定理和(2)式,有

∫Ω
uΔumdx=∫∂Ω

u∂u
m

∂ndA-∫Ω
∇u·∇umdx⩽mb1∫∂Ω

um+s1dA-
4m

(m+1)2∫Ω
|∇u

m+1
2 |2dx⩽

nmb1
ρ0∫Ω

um+s1dx+
(m+s1)dmb1

ρ0 ∫Ω
um+s1-1|∇u|dx-

4m
(m+1)2∫Ω

|∇u
m+1
2 |2dx. (8)

对于(8)式右边第2项,由Hölder不等式和Young不等式,得:

∫Ω
um+s1-1|∇u|dx⩽

1
2ε1∫Ω

um+2s1-1dx+
2ε1

(m+1)2∫Ω
|∇u

m+1
2 |2dx, (9)

其中ε1 是正数,定义见后面文字.
于是,由(8)式和(9)式,得到:

2k1(t)∫Ω
uΔumdx⩽r1k1(t)∫Ω

um+s1dx+r2k1(t)∫Ω
um+2s1-1dx+r3k1(t)∫Ω

|∇u
m+1
2 |2dx, (10)

其中:r1=
2nmb1
ρ0

,r2=
(m+s1)dmb1

ρ0

1
ε1
,r3=

(m+s1)dmb1
ρ0

×
4ε1

(m+1)2
-

8m
(m+1)2

.

对于(7)式右边第5项,由散度定理和(2)式,可得:

∫Ω
v(ρ(|∇v|2)v,i),idx=∫∂Ω

vρ(|∇v|2)
∂v
∂ndA-∫Ω

ρ(|∇v|2)|∇v|2dx⩽

nb2
ρ0∫Ω

v1+s2dx+
(1+s2)db2

ρ0 ∫Ω
vs2|∇v|dx-∫Ω

|∇v|2dx. (11)

对于(11)式右边第2项,由Hölder不等式和Young不等式,得:

∫Ω
vs2|∇v|dx⩽

1
2ε2∫Ω

v2s2dx+
ε2
2∫Ω

|∇v|2dx, (12)

其中ε2 是正数,定义见后面文字.
于是由(11)、(12)式有

2k2(t)∫Ω
v(ρ(|∇v|2)v,i),idx⩽λ1k2(t)∫Ω

v1+s2dx+λ2k2(t)∫Ω
v2s2dx+λ3k2(t)∫Ω

|∇v|2dx,(13)

其中:λ1=
2nb2
ρ0

,λ2=
(1+s2)db2

ρ0

1
ε2
,λ3=

(1+s2)db2
ρ0

ε2-2.

对于(7)式右边第3项,由Hölder不等式和Young不等式,有

2k21(t)∫Ω
up+1dx∫Ω

vqdx⩽2|Ω|k21(t)(∫Ω
up+q+1dx)

p+1
p+q+1∫Ω

vp+q+1dx( )
q

p+q+1

⩽

􀭹k(t)k1(t)∫Ω
up+q+1dx+􀭹k(t)k2(t)∫Ω

vp+q+1dx, (14)

其中􀭹k(t)=2|Ω|k2-
p-1

p+q+1
1 (t)k-

q
p+q+1
2 (t).

同样地,对于(7)式右边第6项,由Hölder不等式和Young不等式,有

2k22(t)∫Ω
vr+1dx∫Ω

usdx⩽k≈(t)k2(t)∫Ω
vr+s+1dx+k≈(t)k1(t)∫Ω

ur+s+1dx, (15)

其中k≈(t)=2|Ω|k2-
r+1

r+s+1
2 (t)k-

s
r+s+1
1 (t).

联立(7)式、(10)式及(13)~(15)式,有

φ'(t)⩽-Lφ(t)+r1k1(t)∫Ω
um+s1dx+r2k1(t)∫Ω

um+2s1-1dx+r3k1(t)∫Ω
|∇u

m+1
2 |2dx+

􀭹k(t)k1(t)∫Ω
up+q+1dx+􀭹k(t)k2(t)∫Ω

vp+q+1dx-2k1(t)∫Ω
u1+αdx+
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λ1k2(t)∫Ω
v1+s2dx+λ2k2(t)∫Ω

v2s2dx+λ3k2(t)∫Ω
|∇v|2dx+

k≈(t)k2(t)∫Ω
vr+s+1dx+k≈(t)k1(t)∫Ω

ur+s+1dx-2k2(t)∫Ω
v1+βdx. (16)

选取合适的ε1,ε2 使得r3⩽0,λ3⩽0.于是,(16)式化为:

φ'(t)⩽-Lφ(t)+r1k1(t)∫Ω
um+s1dx+r2k1(t)∫Ω

um+2s1-1dx+􀭹k(t)k1(t)∫Ω
up+q+1dx+

k≈(t)k1(t)∫Ω
ur+s+1dx-2k1(t)∫Ω

u1+αdx+λ1k2(t)∫Ω
v1+s2dx+λ2k2(t)∫Ω

v2s2dx+

􀭹k(t)k2(t)∫Ω
vp+q+1dx+k≈(t)k2(t)∫Ω

vr+s+1dx-2k2(t)∫Ω
v1+βdx. (17)

由Hölder不等式和Young不等式,得:

∫Ω
um+s1dx⩽

m+s1-2
m+2s1-3∫Ω

um+2s1-1dx+
s1-1

m+2s1-3∫Ω
u2dx, (18)

∫Ω
um+2s1-1dx⩽

m+2s1-3
α-1

ε3∫Ω
u1+αdx+

α-m-2s1+2
α-1

ε-
m+2s1-3

α-m-2s1+2
3 ∫Ω

u2dx, (19)

∫Ω
up+q+1dx⩽

p+q-1
α-1

ε4∫Ω
u1+αdx+

α-p-q
α-1

ε-
p+q-1
α-p-q
4 ∫Ω

u2dx, (20)

∫Ω
ur+s+1dx⩽

r+s-1
α-1

ε5∫Ω
u1+αdx+

α-r-s
α-1

ε-
r+s-1
α-r-s
5 ∫Ω

u2dx, (21)

∫Ω
v1+s2dx⩽

1
2∫Ω

v2s2dx+
1
2∫Ω

v2dx, (22)

∫Ω
v2s2dx⩽

2s2-2
β-1

ε6∫Ω
v1+βdx+

β-2s2+1
β-1

ε-
2s2-2

β-2s2+1
6 ∫Ω

v2dx, (23)

∫Ω
vp+q+1dx⩽

p+q-1
β-1

ε7∫Ω
v1+βdx+β-p-q

β-1
ε-

p+q-1
β-p-q
7 ∫Ω

v2dx, (24)

∫Ω
vr+s+1dx⩽

r+s-1
β-1

ε8∫Ω
v1+βdx+β-r-s

β-1
ε-

r+s-1
β-r-s
8 ∫Ω

v2dx, (25)

其中ε3,ε4,ε5,ε6,ε7,ε8 均是正数,定义见后面文字.
联立(17)~(25)式,有

φ'(t)⩽ (-L+r4+λ4)φ(t)-(2-r5)k1(t)∫Ω
u1+αdx-(2-λ5)k2(t)∫Ω

v1+βdx, (26)

其中:r4 =
α-p-q

α-1
ε-

p+q-1
α-p-q􀭹k(t)+

α-r-s
α-1

ε-
r+s-1
α-r-s
5 k≈(t)+

s1-1
m+2s1-3

r1 +
α-m-2s1+2

α-1
ε-

m+2s1-3
α-m-2s1+2
3 ×

m+s1-2
m+2s1-3

r1+r2
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

λ4=
β-2s2+1

β-1
ε-

2s2-2

β-2s2+1
6

1
2λ1+λ2

æ

è
ç

ö

ø
÷+β-p-q

β-1
ε-

p+q-1
β-p-q
7

􀭹k(t)+β-r-s
β-1

ε-
r+s-1
β-r-s
8 k≈(t)+

1
2λ1,

r5=
m+2s1-3

α-1
ε3

m+s1-2
m+2s1-3

r1+r2
æ

è
ç

ö

ø
÷+

p+q-1
α-1

ε4􀭹k(t)+
r+s-1
α-1

ε5k
≈(t),

λ5=
2s2-2
β-1

ε6
1
2λ1+λ2

æ

è
ç

ö

ø
÷+

p+q-1
β-1

ε7􀭹k(t)+
r+s-1
β-1

ε8k
≈(t).

选取合适的ε3,ε4,ε5,ε6,ε7,ε8,使得2-r5>0,2-λ5>0.
于是,由Hölder不等式,得到:

∫Ω
u1+αdx⩾∫Ω

u2dx( )
1+α
2

|Ω|
1-α
2 , (27)
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∫Ω
v1+βdx⩾∫Ω

v2dx( )
1+β
2

|Ω|
1-β
2 . (28)

联立(26)~(28)式,得到:

φ'(t)⩽ (-L+r4+λ4)φ(t)-CK1φ(t)
1+K2 =φ(t)[-L+r4+λ4-CK1φ(t)

K2], (29)

其中:K1=min (2-r5)(k1(t))
1-α
2 |Ω|

1-α
2 ,(2-λ5)(k2(t))

1-β
2 |Ω|

1-β
2{ },K2=min{

α-1
2
,β-1
2
},C为正

常数.
(29)式表明u 在φ(t)测度下对于任意的t(t>0)都不会爆破,即全局存在.否则,如果在某个t*爆破,即

lim
t→(t*)-

φ(t)=+∞.

由(29)式,易知φ'(t)⩽0,∀t∈ [t0,t*).从而有,φ(t)⩽φ(t0).当t→ (t*)- 时取极限,得:

lim
t→(t*)

φ(t)=+∞ ⩽φ(t0).

矛盾.定理1得证.

2 爆破时间的下界

假设满足如下条件:

0⩽g1(ξ)⩽b1ξ
s1,0⩽g2(ξ)⩽b2 ξ

s2

ρ(|∇ξ|2)
,ξ>0,bi >0,ρ(|∇ξ|2)>1,si,m,p,q,r,s>1,

α>m+2s1-2,m <min{p+q,r+s},β>2s2-1,
k'i(t)
ki(t)

⩽ai,ai >0(i=1,2),ki(t)>0,t⩾0.

(30)
构造如下辅助函数:

ϕ(t)=kδ
1(t)∫Ω

uσdx+kδ
2(t)∫Ω

vσdx, (31)

其中σ>max
n(r+s-m)

2
,n(r+s-1)

2
,n(p+q-m)

2
,n(p+q-1)

2
,1{ } .

有如下定理.
定理2 假设u(x,t),v(x,t)是问题(1)、(30)式在有界凸区域的经典的非负解.则(31)中定义的能量

满足微分不等式ϕ'(t)⩽K6ϕ(t)+K7(t)ϕ(t)ξ1+K8(t)ϕ(t)ξ2+K9(t)ϕ(t)ξ3,由此可得爆破时间t*的下

界为t* ⩾Θ-1(S),其中K6,K7(t),K8(t),K9(t),ξ1,ξ2,ξ3,Θ,S 均在后面定义,Θ-1 是Θ 的反函数.
证明 对(31)式求导数并注意到(30)式,得:

ϕ'(t)=δkδ-1
1 (t)k'1(t)∫Ω

uσdx+σkδ
1(t)∫Ω

uσ-1utdx+δkδ-1
2 (t)k'2(t)∫Ω

vσdx+σkδ
2(t)∫Ω

vσ-1vtdx⩽

δaϕ(t)+σkδ
1(t)∫Ω

uσ-1Δumdx+σkδ+1
1 (t)∫Ω

uσ+p-1dx∫Ω
vqdx-σkδ

1(t)∫Ω
uσ+α-1dx+

σkδ
2(t)∫Ω

vσ-1(ρ(|∇v|2)v,i),idx+σkδ+1
2 (t)∫Ω

vσ+r-1dx∫Ω
usdx-σkδ

2(t)∫Ω
vσ+β-1dx. (32)

其中a=max{a1,a2}.
对于(32)式右边第2项,由散度定理及(2)式,有

∫Ω
uσ-1Δumdx=∫∂Ω

uσ-1∂u
m

∂ndA-∫Ω
∇uσ-1·∇umdx⩽mb1∫∂Ω

uσ+m+s1-2dA-

m(σ-1)∫Ω
uσ+m-3|∇u|2dx⩽

mb1n
ρ0∫Ω

uσ+m+s1-2dx+
(σ+m+s1-2)dmb1

ρ0
·

∫Ω
uσ+m+s1-3|∇u|dx-

4m(σ-1)
(σ+m-1)2∫Ω

∇u
σ+m-1
2 2dx. (33)

对于(33)式右边第2项,由Hölder不等式和Young不等式,得:
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∫Ω
uσ+m+s1-3|∇u|dx⩽

1
2ε1∫Ω

uσ+m+2s1-3dx+
2ε1

(σ+m-1)2∫Ω
∇u

σ+m-1
2 2dx, (34)

其中ε1 是正数,定义见后面文字.
于是,由(33)式和(34)式,得到:

σkδ
1(t)∫Ω

uσ-1Δumdx⩽r1kδ
1(t)∫Ω

uσ+m+s1-2dx+r2kδ
1(t)∫Ω

uσ+m+2s1-3dx+

r3kδ
1(t)∫Ω

∇u
σ+m-1
2 2dx, (35)

其中:r1=
mb1n
ρ0

σ,r2=
(σ+m+s1-2)dmb1

ρ0

σ
2ε1
,

r3=
(σ+m+s1-2)dmb1

ρ0

2ε1σ
(σ+m-1)2

-
4m(σ-1)σ
(σ+m-1)2

.

对于(32)式右边第5项,由散度定理及(2)式,有

∫Ω
vσ-1(ρ(|∇v|2)v,i),idx=∫∂Ω

vσ-1ρ(|∇v|2)
∂v
∂ndA-∫Ω

ρ(|∇v|2)∇v·∇vσ-1dx⩽

nb2
ρ0∫Ω

vσ+s2-1dx+
(σ+s2-1)db2

ρ0 ∫Ω
vσ+s2-2|∇v|dx-

4(σ-1)
σ2 ∫Ω

|∇v
σ
2|2dx. (36)

  对于(36)式右边第2项,由Hölder不等式和Young不等式,得:

∫Ω
vσ+s2-2|∇v|dx⩽

1
2ε2∫Ω

vσ+2s2-2dx+
2ε2
σ2∫Ω

|∇v
σ
2|2dx, (37)

其中ε2 是正数,定义见后面文字.
于是由(36)、(37)式有

σkδ
2(t)∫Ω

vσ-1(ρ(|∇v|2)v,i),idx⩽λ1kδ
2(t)∫Ω

vσ+s2-1dx+

λ2kδ
2(t)∫Ω

vσ+2s2-2dx+λ3kδ
2(t)∫Ω

|∇v
σ
2|2dx, (38)

其中:λ1=
nb2σ
ρ0

,λ2=
(σ+s2-1)db2

ρ0

σ
2ε2
,λ3=

(σ+s2-1)db2
ρ0

2ε2
σ -

4(σ-1)
σ .

对于(32)式右边第3项,由Hölder不等式和Young不等式,有

σkδ+1
1 (t)∫Ω

uσ+p-1dx∫Ω
vqdx⩽σ|Ω|kδ+1

1 (t)∫Ω
uσ+p+q-1dx( )

σ+p-q
σ+p+q-1

∫Ω
vσ+p+q-1dx( )

q
σ+p+q-1

⩽

􀭹k(t)kδ
1(t)∫Ω

uσ+p+q-1dx+􀭹k(t)kδ
2(t)∫Ω

vσ+p+q-1dx, (39)

其中􀭹k(t)=σ|Ω|kδ+1-
σ+p-1

σ+p+q-1δ
1 (t)k-

q
σ+p+q-1δ
2 (t).

类似地,对于(32)式右边第6项,由Hölder不等式和Young不等式,有

σkδ+1
2 (t)∫Ω

vσ+r-1dx∫Ω
usdx⩽k≈(t)kδ

2(t)∫Ω
vσ+r+s-1dx+k≈(t)kδ

1(t)∫Ω
uσ+r+s-1dx, (40)

其中k≈(t)=σ|Ω|kδ+1-
r+s-1

σ+r+s-1δ
2 (t)k-

s
σ+r+s-1δ
1 (t).

联立(32)式、(35)式以及(38)~(40)式,得:

ϕ'(t)⩽δaϕ(t)+r1kδ
1(t)∫Ω

uσ+m+s1-2dx+r2kδ
1(t)∫Ω

uσ+m+2s1-3dx-σkδ
1(t)∫Ω

uσ+α-1dx+

􀭹k(t)kδ
1(t)∫Ω

uσ+p+q-1dx+k≈(t)kδ
1(t)∫Ω

uσ+r+s-1dx+r3kδ
1(t)∫Ω

|∇u
σ+m-1
2 |2dx+

λ1kδ
2(t)∫Ω

vσ+s2-1dx+λ2kδ
2(t)∫Ω

vσ+2s2-2dx+λ3kδ
2(t)∫Ω

|∇v
σ
2|2dx+

􀭹k(t)kδ
2(t)∫Ω

vσ+p+q-1dx+k≈(t)kδ
2(t)∫Ω

vσ+r+s-1dx-σkδ
2(t)∫Ω

vσ+β-1dx. (41)
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由Hölder不等式和Young不等式,可得:

∫Ω
uσ+m+s1-2dx⩽x10ε3∫Ω

uσ+m+2s1-3dx+x20ε-
x10
x20
3 ∫Ω

uσdx, (42)

∫Ω
vσ+s2-1dx⩽y10ε4∫Ω

vσ+2s2-2dx+y20ε-
y10
y20
4 ∫Ω

vσdx, (43)

∫Ω
uσ+m+2s1-3dx⩽x11ε5∫Ω

uσ+α-1dx+x21ε-
x11
x21
5 ∫Ω

uσdx, (44)

∫Ω
vσ+2s2-2dx⩽y11ε6∫Ω

vσ+β-1dx+y21ε-
y11
y21
6 ∫Ω

vσdx, (45)

其中:x10=
m+s1-2
m+2s1-3

,x20=
s1-1

m+2s1-3
,y10=

1
2
,y20=

1
2
,x11=

m+2s1-3
α-1

,x21=
α-m-2s1+2

α-1
,

y11=
2s2-2
β-1

,y21=
β-2s2+1

β-1
,ε3,ε4,ε5,ε6 均为正数,定义见后面文字.

联立(41)~(45)式,可推出

ϕ'(t)⩽ (δa+K1+K2)ϕ(t)+􀭹k(t)kδ
1(t)∫Ω

uσ+p+q-1dx+k≈(t)kδ
1(t)∫Ω

uσ+r+s-1dx+

[x11ε5(x10ε3r1+r2)-σ]kδ
1(t)∫Ω

uσ+α-1dx+r3kδ
1(t)∫Ω

|∇u
σ+m-1
2 |2dx+

λ3kδ
2(t)∫Ω

|∇v
σ
2|2dx+􀭹k(t)kδ

2(t)∫Ω
vσ+p+q-1dx+k≈(t)kδ

2(t)∫Ω
vσ+r+s-1dx+

[y11ε6(y10ε4λ1+λ2)-σ]kδ
2(t)∫Ω

vσ+β-1dx, (46)

其中:K1=x20ε-
x10
x20
3 r1+y20ε-

y10
y20
4 λ1,K2=x21ε-

x11
x21
5 (x10ε3r1+r2)+y21ε-

y11
y21
6 (y10ε4λ1+λ2).取合适的ε3,ε4,

ε5,ε6,使得x11ε5(x10ε3r1+r2)-σ⩽0,y11ε6(y10ε4λ1+λ2)-σ<0.于是,(46)式化为:

ϕ'(t)⩽ (δa+K1+K2)ϕ(t)+􀭹k(t)kδ
1(t)∫Ω

uσ+p+q-1dx+k≈(t)kδ
1(t)∫Ω

uσ+r+s-1dx+

r3kδ
1(t)∫Ω

|∇u
σ+m-1
2 |2dx+􀭹k(t)kδ

2(t)∫Ω
vσ+p+q-1dx+

k≈(t)kδ
2(t)∫Ω

vσ+r+s-1dx+λ3kδ
2(t)∫Ω

|∇v
σ
2|2dx. (47)

由Hölder不等式和(3)式,有

∫Ω
uσ+r+s-1dx⩽∫Ω

u
(σ+m-1)n

n-2 dx( )
x12

∫Ω
uσdx( )

x22

⩽r4∫Ω
uσ+m-1dx( )

nx12
n-2

∫Ω
uσdx( )

x22

+

r4∫Ω
|∇u

σ+m-1
2 |2dx( )

nx12
n-2

∫Ω
uσdx( )

x22

⩽r5∫Ω
uσ+m-1dx+r7∫Ω

|∇u
σ+m-1
2 |2dx+

(r6+r8)∫Ω
uσdx( )

(n-2)x22
n-2-nx12

⩽r5
m-1

r+s-1∫Ω
uσ+r+s-1dx+

1
2􀭹r5∫Ω

uσdx+

r7∫Ω
|∇u

σ+m-1
2 |2dx+(r6+r8)∫Ω

uσdx( )
(n-2)x22
n-2-nx12, (48)

其 中:x12 =
(r+s-1)(n-2)
2σ+(m-1)n

,x22 =
2σ+(m-1)n-(r+s-1)(n-2)

2σ+(m-1)n
,r4 = (C

2n
n-22

n
n-2-1)x12,r5 =

r4
nx12

n-2
ε7,􀭹r5=2r5

r+s-m
r+s-1

,r6=r4
n-2-nx12

n-2
ε-

nx12
n-2-nx12
7 ,r7=r4

nx12

n-2
ε8,r8=r4

n-2-nx12

n-2
ε-

nx12
n-2-nx12
8 ,

ε7,ε8 均为正数,定义见后面文字.取ε7,使得r5
m-1

r+s-1=
1
2
,于是(48)式化为:

∫Ω
uσ+r+s-1dx⩽􀭹r5∫Ω

uσdx+2r7∫Ω
|∇u

σ+m-1
2 |2dx+2(r6+r8)∫Ω

uσdx( )
(n-2)x22
n-2-nx12

. (49)
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同样,可得:

∫Ω
uσ+p+q-1dx⩽􀭹r10∫Ω

uσdx+2r12∫Ω
|∇u

σ+m-1
2 |2dx+2(r11+r13)∫Ω

uσdx( )
(n-2)x23
n-2-nx13, (50)

其中:x13=
(p+q-1)(n-2)
2σ+(m-1)n

,x23=
2σ+(m-1)n-(p+q-1)(n-2)

2σ+(m-1)n
,r9= C

2n
n-22

n
n-2-1( )

x13,

r10=r9
nx13

n-2
ε9,􀭹r10=2r10

p+q-m
p+q-1

,r11=r9
n-2-nx13

n-2
ε-

nx13
n-2-nx13
9 ,r12=r9

nx13

n-2
ε10,

r13=r9
n-2-nx13

n-2
ε-

nx13
n-2-nx13
10 ,ε9=

(n-2)(p+q-1)
2r9nx13(m-1)

,ε10 为正数,定义见后面文字.

类似于(48)式的推导,由Hölder不等式和(4)式可得:

∫Ω
vσ+r+s-1dx⩽λ4∫Ω

vσdx( )
ny12
n-2+y22

+λ5∫Ω
|∇v

σ
2|2dx+λ6∫Ω

vσdx( )
(n-2)y22
n-2-ny12, (51)

∫Ω
vσ+p+q-1dx⩽λ7∫Ω

vσdx( )
ny13
n-2+y23

+λ8∫Ω
|∇v

σ
2|2dx+λ9∫Ω

vσdx( )
(n-2)y23
n-2-ny13, (52)

其中:y12=
(r+s-1)(n-2)

2σ
,y22=

2σ-(r+s-1)(n-2)
2σ

,λ4= C
2n

n-22
n

n-2-1( )
y12,λ5=λ4

ny12

n-2
ε11,

λ6=λ4
n-2-ny12

n-2
ε-

ny12
n-2-ny12
11 ,y13=

(p+q-1)(n-2)
2σ

,y23=
2σ-(p+q-1)(n-2)

2σ
,

λ7=(C
2n

n-22
n

n-2-1)y13,λ8=λ7
ny13

n-2
ε12,λ9=λ7

n-2-ny13

n-2
ε-

ny13
n-2-ny1312 ,ε11,ε12 均为正数,定义见后面

文字.
联立(47)式和(49)~(52)式,得:

ϕ'(t)⩽ (δa+K1+K2+K3)ϕ(t)+K4kδ
1(t)∫Ω

|∇u
σ+m-1
2 |2dx+K5kδ

2(t)∫Ω
|∇v

σ
2|2dx+

2(r6+r8)k
≈(t)kδ

1(t)∫Ω
uσdx( )

(n-2)x22
n-2-nx12

+2(r11+r13)􀭹k(t)kδ
1(t)∫Ω

uσdx( )
(n-2)x23
n-2-nx13

+

λ4k
≈(t)kδ

2(t)∫Ω
vσdx( )

ny12
n-2+y22

+λ6k
≈(t)kδ

2(t)∫Ω
vσdx( )

(n-2)y22
n-2-ny12

+

λ7􀭹k(t)kδ
2(t)∫Ω

vσdx( )
ny13
n-2+y23

+λ9􀭹k(t)kδ
2(t)∫Ω

vσdx( )
(n-2)y23
n-2-ny13, (53)

其中:K3=􀭹r5k
≈(t)+􀭹r10􀭹k(t),K4=r3+2r12􀭹k(t)+2r7k

≈(t),K5=λ3+λ5k
≈(t)+λ8􀭹k(t).

选取合适的ε1,ε2,ε8,ε10,ε11,ε12,使得K4 ⩽0,K5 ⩽0.于是,(53)式化为:

ϕ'(t)⩽K6ϕ(t)+K7(t)ϕ(t)ξ1 +K8(t)ϕ(t)ξ2 +K9(t)ϕ(t)ξ3, (54)

其中:K6=δa+K1+K2+K3,ξ1=max
(n-2)x22

n-2-nx12

,
(n-2)y22

n-2-ny12
{ }>1,

ξ2=max
(n-2)x23

n-2-nx13

,
(n-2)y23

n-2-ny13
{ }>1,ξ3=max

ny12

n-2+y22,
ny13

n-2+y23{ }>1,

K7(t)=2(r6+r8)k
≈(t)k-

2x12
n-2-nx12

δ
1 (t)+λ6k

≈(t)k-
2y12

n-2-ny12
δ

2 (t),

K8(t)=2(r11+r13)k
≈(t)k-

2x13
n-2-nx13

δ
1 (t)+λ9􀭹k(t)k-

2y13
n-2-ny13

δ
2 (t),

K9(t)=λ4k
≈(t)k-

2y12
n-2δ

1 (t)+λ7􀭹k(t)k-
2y13
n-2δ

2 (t),设Θ(t*)=∫
t*

0
K(τ)dτ,其中K(t)=1+K7(t)+K8(t)+

K9(t).
对(54)式从0到t*积分,有
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Θ(t*)⩾∫
∞

ϕ(0)

1
K6η+ηξ1 +ηξ2 +ηξ3

dη=S. (55)

因为ξi >1(i=1,2,3),所以(55)式右边积分存在.易知,Θ(t*)是单调递增函数,于是有

t* ⩾Θ-1(S), (56)
其中Θ-1是Θ 的反函数,于是完成了定理2的证明.
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  Abstract:Blow-upofsolutionstoanonlocalmixedparabolicsystemwithtime-dependentcoefficientsandinnerabsorp-
tiontermsundernonlinearboundaryconditionsisstudied.Byusingadifferentialtechnique,thesufficientconditionsforthe

globalexistenceforanonlocalmixedparabolicsystemwithtime-dependentcoefficientsandinnerabsorptiontermsundernon-
linearboundaryconditionsinhighspacesareobtained.Furthermore,thelowerboundestimateofblow-uptimeisderivedby
formulatingenergyexpressionsandusingSobolevinequalitiesandotherdifferentialmethods.
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