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伪双曲方程非协调 H 一Galerkin有限元超逼近分析 
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摘要：针对一类伪双曲方程，建立了其非协调H ．Galerkin混合有限元逼近格式利用非协调带约束旋转(CNR) 

Q 及零阶Raviart-Thomas(R—T)元作为逼近空间对，并借助他们的特殊性质，在半离散格式下得到了原始变量 U的 

broken—H 模以及流量 =XTu的 (div， )模的D(h )阶超逼近估计．同时，构造了一个具有二阶精度的全离散格 

式，并得到了相关变量的 O(h +r )阶超逼近结果．最后 ，给出了数值算例验证理论分析的正确性． 
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考虑如下的伪双曲方程 

rM 一 ·(a( ，Y) “ +n( ，y) M)+“ = ，Y， )，( ，Y，t)∈ ×(0，T]， 

{ ( ，Y， )=0，( ，Y，t)E 012×(0，T]， (1 

／／,( ，Y，0)=M0( ，Y)，Ⅱ ( ，Y，0)= 1( ，Y)，( ，Y)∈力， 

其中 是 R 上的一个具有 Lipschitz连续边界 0／2的凸区域．_厂( ，y，t)，／Z。( ，Y)以及 。( ，Y)是具有有界导 

数的连续函数，其中a( ， )满足 

0<a i ( ，Y) a ，V( ，Y)∈ ， 

这里的a i 和 a 是正常数． 

伪双曲方程是一类具有时间和空间混合偏导数的高阶偏微分方程，它可以用来描述传热、反应扩散等多 

种物理现象．因此对于它的研究有着十分重要的理论价值及实际意义．文献[2]研究了其解的存在唯一性， 

文献[3]利用类 Wilson元构造了其非协调的有限元逼近格式 ，得到了超收敛及外推结果． 

与标准 Galerkin有限元方法相比，混合有限元方法有着对空间光滑度要求低，处理高阶方程便利的优 

势．然而该方法需要满足 Brezzi—BabuSka(简记为 BB)条件．为了克服相应的空间匹配比较难以实现这一致 

命缺陷，人们提出了许多能够绕开联 BB条件的数值方法，如最小二乘混合有限元方法_4 J，分裂正定有限元 

方法 J，H 一Galerkin混合有限元方法 等．这些方法也被应用到方程(1)的研究中．例如，文献[7]利用最小 

二乘方法得到了解的 模最优误差估计结果；文献[8—9]分别利用分裂正定混合元方法得到了解的收敛性 

估计和超逼近及外推结果；文献[1O]讨论了其协调的日1一Galerkin联混合有限元方法，得到了相关变量的收 

敛性估计；文献[11]利用EQ 元及 N6d61ecs元，构造了它的非协调H 一Galerkin逼近格式，得到了半离散及 

全离散格式下解的收敛性结果；文献[12]则利用双线性元以及零阶R—T元对研究了它的协调H 一Galerkin方 

法，得到了解的超逼近估计． 

由于CNR联 Q 元是具有最少自由度的非协调矩形单元，且已被证明具有超逼近性质 J̈，因此近年 

来 ，该元被广泛地应用到偏微分方程的数值求解 中．例如，文献[15]将其应用于平面弹性问题及 Rsissner— 

Mindlin板问题数值解的研究中；文献[16一l7]则将其应用到了混合有限元方法中，讨论了 Navier—Stokes方 

程及定常Stokes问题解的超收敛性． 
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本文主要目的是利用联 CNR联 Q 元及零阶 ． 元，建立伪双曲方程的最低阶非协调H 一Galerkin逼近 

格式．利用单元的高精度结果，在半离散及全离散格式下分别得到了相关变量的0(h )及 0(h +r )阶超 

逼近结果 ，并给出数值算例证明了理论分析的正确性．需要指出的是，本文所得到的关于流量声在 H(div；12) 

模意义下的超逼近是其他许多著名的低阶非协调单元所无法得到的，体现了其合理性及优势． 

1 有限元空间的构造 

设 的边分别平行于 轴与y轴， 是一族正则的矩形剖分单元．设K∈ ，其4个顶点为a。，a：，a，，a ， 

4条边为 z = ． 一，i=1，2，3，4(mod4)，中心点为( ，Y )其中，l。，1，和 l ，l 分别平行于 轴和Y轴，其长 

度分别为h 及h ．记h =diam(K)，联h：max{h }．霞为(露，夕)平面上的参考单元，a =(一1，一1)，a：= 

(1，一1)，a，=(1，1)，岔 =(一1，1)为其4个顶点，则存在仿射变换FK：j《=一K 

{ ：=yxK ++ hfl 夕
．

， 

在 上定义有限元( ，P ，窆 )如下： 

窆 ={移1，移2，移3，移4，}，p 

其 =击 础， 1'2，3，4． 
旋转 Q 元空间定义为 博 

X ={ ；移I丘= I K。Fx∈p ，VK∈F̂，L[ ]ds=0，F c }． 

其中[ ]表示 跨越边界F产生的跳跃值，当F c a 时，[ ]= ． 

CNRQ，元对应的有限元空间 定义为  ̈] 

= I v； ∈ ，』 础+』 =』 础+L础，V K∈Fh}． 
定义 上的插值算子lh=n 7r ，其中H H ( )一瓦为旋转Q。元的插值算子，满足 

f( H ) =0，i=1，2,3，4． 

仃 代表双线性元插值算子，则Vv∈ ( )，有厶 =兀 7r ∈ ． 
定义零阶R．T元为 

∑ ={pl'Pz}，∑ ={q⋯q}， 

P =span{1， }，P =span{1，yt， 

p = ， 2，4，g = gds， l，3． 

相应的有限元空间为 

= { l = w I ，W I )∈P ×P }． 

：(H (12)) 一 为相应的插值算子，满足 

Jh I =JK，L( 一埘)。 =0． 
由文献[12—13]，可以得到 V M∈H3( )，声∈( (力)) ， ∈ ， ∈ ，成立 

( (H—lhU)， )≤Ch Il M ll 3 ll ll̂， (2) 

( ·(声一．， )， · )I=0． (3) 

(声一l， ， ) Ch lI ll ll ll ． (4) 

其中 代表分片求导，(·，·) =∑ (·，·) ，ll· =(∑ 1． ) ，壳为对应边的单位法向量．定义 

ll l1日( ；n)=(∑K(1l lI + ll · II ))1／2． 
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易证，II fl ( ㈣ 和 Il lÎ分别为 及 上的模． 

2 半离散格式超逼近分析 

令声=a(x，)，) u，OL=1／a(x，，，)，V= ( )， =it(div；~0)，则相应的变分形式为：求{“， }：[0，T] 

一 V× ，使得 

f( ， )=( ， )，V ∈V， 

{( 声 ， )+( ·声 ， · )+( ·声， · )+( 声 ， )=一( ， · )，V ∈ ， (5) 
【 ( 

，)，，0)： 。( ， )，M ( ，)，，O)： ( ， )，( ， )∈ 

考虑其半离散格式：求 { ，声 }：[0，T] X ，使得 

r( M̂ ，  ̂)̂ =( ，  ̂)̂，V ∈ ， 

{( ：， )+( ·P’ ， · )+( ·J古 ， · )+(0 ， )=一(厂， · )，v ∈ ， (6) 
( ，)，，0)=，̂M0( ，y)，“ ( ，，，，0)=，̂ ( ，y)，( ，)，)∈』 

定理 1 设 {Ⅱ，声}及{ ，声 }分别是(5)式和(6)式的解．假设 ∈ (力)，P ，P ，P ∈( ( )) ，则 

Il n “一 lÎ Ch (1 I I I；+ I；+[( + P㈦2打) ， (7) 

ff Lp—P In)≤Ch (f1(『I P’ + 『f22)d7-) ． (8) 
证明 令 “一 =“一厶M+厶M— 垒'7+ ，声一P = 一 J古+‘， 一声 垒 + ．V ∈ ， ∈ ， 

由(5)式及(6)式，有如下的误差方程 

r(  ̂，  ̂)̂ ：一( 叼̂，  ̂)̂ +( ，  ̂)̂ +( ，  ̂)̂， 

{( ， )+( · ， - )+(V· ， · )+( ， )=一(0 ，面 )一 (9) 
( ·P ， · )一( ·声， · )一( ， )． 

在上述方程第 2式中取 = ，两边同时加上( ， )，则有 

1 d( + I + ll · )+ l} · + 儿 
= ( )一 

( )一( ‘声 ， · )一( ·声， · )一( ， )垒∑；： G (1O) 
首先，利用 Young不等式，可得 

G C + 2 (11) 

其次，V ∈ ( )，令 I 上 d)，，则有Il 一 I llo1 ， Ch fl lllI ．故可以得到 

G +Gs ∑(( — )( +声 )， )+∑( (声 +声 )， )s 

Ch (1f + lf )+ 2 (12) 

由(3)式可得 

G3+G4=0． (13) 

因此，综合以上各式，有 

1 d(Il C~1／2 + + ll · )+ lI · +
。 i 

Ch (Il + ll )+n i +C 

Ch (If + Il )+0 i +C ㈣． (14) 

最后，注意到 (O)=0， (O)=0，上式两端同时从 0 t积分，则有 
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II II。2+II · 。2 Ch (II P,, II：2+ p,II；)d下． 

即 

II II H(divh；12) Ch ( (II p,, II 2+ II 2)d丁) ． 

另一方面，在(9)式的第一式中取 = ，则可得 

(15) 

(16) 

ll ll 02=一( ， h )+(0 ， ) +(0c ，  ̂) =一( ， )+ 

((Ol一 ) ， ) +(( 一 ) ， ) +( ， ) +(面 ，  ̂) ． (17) 

由(2)式，Young不等式以及平均值技巧可得 

II h2 Ch (1 l l I；+ +【、(1l +Il l1 22)d丁)． (18) 

定理证毕． 

3 全离散格式超逼近分析 

本节中，考虑(5)式的一个二阶全离散格式并进行相应的超逼近分析．为此，需假设 0=t。<t <⋯ < 

t <t =T是时间[0，T]区间上的等步长剖分，步长为r= Ⅳ，其中Ⅳ为正常数．给定[O， ]上的光滑函 

数 ，设 

=  (￡ )， +1 =÷( + )， +1 = 旦， 

, 一  ：： ± ：± ：： 一 !：： ：±翌!：： ：nn,1／4 
4 2 ’ 

p
( )／2+ OAo( 一 )／2 p( )／2--t， ( 一 )／2 

一

一  

2 — — 一 ’∥“ 一 r 。 

考虑(5)式的全离散格式：求 { ，声 }∈ X ，使得 

( hU‘ ／2)，  ̂)̂ = (仅”声‘ ／2，  ̂)̂，Vv ∈ ， 

(ol"O 声 ，Wh)+( ·oP ， ·Wh)+( ·声 ' ／4， · )+( oP， )= 

一

(厂， ， ． )，V ∈ ， (19) 

= IhU0 =厶(u。+u。 + (0) )． 

为 方便起见 ，记 

M 一 = 一 u + 一已 垒叼 + ， 一声 =P 一。， “+．， 一声 垒 + ． 

定理 2 设 {“，P }及 { ，户 }分别为 (7)式及 (19)式的解．假设 ∈L ( ( ))，芦，J古 ， ∈ 

(( (力)) )，对于 1 n N，成立 

Il ； =0(h +f )， (20) 

ll ‘卜 ’ =O(h + )． (21) 

证明 由(5)式、(19)式可得误差方程，并取 = ，则有 

( ， )+( · ， · )+( · ' ， ·o,b )+(Oln0 ，0, 0 )=一( 0 ，0,’0 )+ 

(V · ， · )+( · ' ／4， · )+(OLnO,p、 ， “)+ 
7 

( · ；， · “)+( R ， )+( “ ；，0, 0 )垒∑B ． (22) 

其中，利用泰勒展开可得 

R =O．D 一声：’ =D(丁 )，R；= 声 一声 =0(下 )． (23) 

下面逐一估计上式右端各项． 

首先，类似于(12)式的证明，由平均值技巧及插值理论可知 
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Bl+B4 Ch (II声 II 2￡ (( (n))z)+ II声 II 2L (( (n))z))+ II a l1 02． (24) 

利用(3)式及(23)式可得 

B2=B3=0， (25) 

5+B6+B =O(r )+ II -0,0 +竺 IJ I1 02． (26) 

其次，由于 

(ao “， )+(V ·Ot ， · )+( · ， ， · )+( ， )= 

( ”儿 2一 ” ㈣ +II - 。2+ 

(I1 · ‘ “ II 一 lI · ’ lI )+ II 0 {I。2． (27) 

可得到 

( ‘“ ’ Il。2—0, 0 ㈣ + (1l · 2一Il · ㈣  

c (1l ll￡2 (( (n)) )+ ll ll (( (n))z))+D( )． (28) 

在(28)式两端同乘以2 ，并从 it／,=1到 一l(0 s ≤N)求和，然后在两端同时加上 ll 0‘川 ≤ 

cr ∑ ： Il 00 2+ 儿ll 02，可得 

ll 『l + l1 lJ (锄 ㈣ ll · ll + ll Ot ll + Il lI。 
i 卜、 j-i 

c7- ∑ ll 0,0 I1 +Ch ∑丁(1『 ll ／／2( z)+II If (n̈z))+C∑r ． (29) 

又注意到 =户 一 =0( )以及 。=0，有 

Il +Il · + II =0( )， (30) 
i一1 卜 1 

c ∑ ( P (( ( z)+ ㈣1tl ))+C∑ =O(h +,．1-4)． (31) 

最后，由以上各式可得 

‘ + II ‘川 2 ．n)=D(h +丁 )， (32) 

即有(20)式 
卜 d ；n)=D(h + ) (33) 

另一方面，取 = ” ，类似于(18)式的估计可得 。 

II  ̂‘川 ／2 =一( 叼̂‘” ，  ̂‘ ／2)̂ +( ‘” ，  ̂‘ ’／2)̂ +( +1 ， +1 )̂ 

c ll ‘ +Ch ( lI州2 ( (圳：+ I (H3(n")． (34) 

即(21)式 

II ‘” =D(h +r )． (35) 

定理证毕． 

注 若将 CNRQ 元替换为其他的一些低阶非协调元 ，如正方形网格下的Q7Ⅲ ，EQ 元 及类 Wil- 

son元 ，仍可以得到本文的结果． 

4 数值算例 

为了验证理论分析的正确性，给出了下面的算例．其中，求解区域为 =[0，1]×[0，1]，T=1．选取 

a(x，y)=1 f=2 e'xy(1一 )(1一y)+4e‘ (1一 )+4e y(1一y)，则相应的真解为 =e'xy(1一 )(1一y)， 

同时可得声=(P。，P )=(ety(1一Y)(1—2x)，et (1一 )(1—2y))． 

沿 轴，Y轴方向对区域进行m×n的剖分．下面给出了“和声在不同时刻的误差收敛情况．从表1～4， 
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可以看出 lI 一 及 Il “一声 II 的收敛阶为0( )，lI， 一Un 以及 lI'， 一声 lI ( |n)的收 

敛阶为 0(h )，与理论证明相符． 
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An H1．Galerkin Nonconforming M ixed Finite Element M ethod 

for Pseudo·Hyperbolic Equations 

Sun Shuzhen ，Shi Xiangyu ，Liu Qian 

(1．School of Mathematics，North China Electric Power University，Beijing 102206，China； 

2．College of Mathematics and Statistics，ZhengZhou University，Zhengzhou 450001，China) 

Abstract：An H -Galerkin nonconforming mixed finite element method(MFEM)is proposed to analyze a class of pseudo—hyper- 

bolic equations．Taking of the constrained nonconforming rotated(CNR)Ql element and the zero order Raviart—Thomas(R—T)element 

as the approximation element pair and using of the typical characters of these elements，the super—close estimates of order 0(h )of 0一 

riginal variable in broken-Hl Bonn and flux variable声=V in H(div，力)norm for semi—discrete scheme are derived．Then，we con- 

struct the two order fully．discrete scheme and obtain the super．close estimates of order O(h +r。)for the relevant variables．Finally， 

we carry out a numerical example to confirm  the theoretical analysis． 
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