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协方差阵扰动对Stein岭型主成分估计的影响分析

朱宁a,b,黄荣臻a,张茂军a,邓超海a

(桂林电子科技大学a数学与计算科学学院;b信息科技学院,广西 桂林541004)

摘 要:针对线性回归模型中协方差阵扰动对Stein岭型主成分估计β̂(P)G 的影响问题进行研究.证明了

β̂(P)G 的某种极限是数据删除模型的Stein岭型主成分估计;建立了β̂(P)G 与G-M 模型的Stein岭型主成分估计

β̂(P)之间的关系;定义了度量扰动影响的距离测度DG,并给出了DG 的多种计算式;最后通过实例验证其有效性.
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考察Gauss-Markov模型

Y=Xβ+ε,E(ε)=0,Cov(ε)=σ2In, (1)
其中,Y 是n×1观测向量,X 是n×p 列满秩设计矩阵,β是p×1未知参数向量,ε是n×1随机误差向量,

σ2 是未知参数,In 是n×n 单位矩阵.

对于模型(1),在β的所有线性无偏估计中,最小二乘估计̂β=(X'X)-1X'Y是唯一最小方差的估计[1].但
当设计阵X 含有多重共线关系时,X'X 接近奇异,此时利用最小二乘估计得到的参数将严重偏离实际值.为
了改进最小二乘估计,提出了一系列的有偏估计.同时,在研究客观过程中,当对模型(1)做任何微小扰动时,
都会引起统计推断的改变.因此,很有必要探讨模型的扰动方式,给出度量扰动对统计推断影响大小的标准.

文献[2-8]分别研究了协方差阵扰动对不同有偏估计的影响分析;文献[9]提出了一种新的有偏岭-压
缩组合估计,称之为Stein岭型主成分估计(SRPCE);文献[10]利用几乎无偏的思想对SRPCE进行优化,并
证明了其在均方误差准则下的优良性;文献[11-12]分别研究了SRPCE下单个或多个数据删除模型的影

响分析.
本文探讨了模型(1)在协方差阵存在扰动时,对文献[9]提出的有偏估计———Stein岭型主成分估计

(SRPCE)的影响分析.证明了协方差阵扰动模型下SRPCE的某种极限是数据删除模型的SRPCE,建立了协

方差阵扰动模型下SRPCE与模型(1)SRPCE之间的关系,讨论了一组或多组协方差阵扰动对SRPCE的影

响,求得SRPCE的基于有偏估计的Cook距离.
本文讨论的协方差阵扰动模型为

Y=Xβ+ε,E(ε)=0,Cov(ε)=σ2G-1, (2)
其中G 为正定阵.

本文讨论的数据删除模型为

Y(J)=X(J)β+ε(J),E(ε(J))=0,Cov(ε(J))=σ2In-m, (3)
其中,J={j1,j2,…,jm},1⩽j1⩽j2⩽ … ⩽jm ⩽n,Y(J),X(J),ε(J)分别为Y,X,ε 删除J 中各行后

得到的向量或矩阵[12].
当J=i时,有
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Y(i)=X(i)β+ε(i),E(ε(i))=0,Cov(ε(i))=σ2In-1, (4)
其中,Y(i),X(i),ε(i)为模型(1)的Y,X,ε 中去掉第i行后得到的向量或矩阵[11].

引理1[9] 在模型(1)下提出了未知参数β 的Stein岭型主成分估计,记为:

β̂(P)=P(X'X+L'L)-1X'Y,

其中,L=V(A-1-1)1/2 ∧V',V=diag
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),X=U ∧V'(U'U=I,V'V=I).

1 模型(2)与模型(3)Stein岭型主成分估计的关系

用β̂(P)G 表示模型(2)中β 的Stein岭型主成分估计,̂β(P)(J)表示模型(3)中β 的Stein岭型主成分估

计,因此有

定理1 对于m 组数据方差扰动,令G=I-∑
j∈J

(1-gj)djd'j,0<gj ⩽1,j∈J,1<m ⩽n,则有

lim
gj→0

+

j∈J

β̂(P)G =̂β(P)(J),其中dj 表示第j个元素为1,其余元素都是0的列向量.

证明 由引理1给出的定义可知,Stein岭型主成分估计是最小二乘估计的一种压缩,即存在c(0<c<
1),有β̂(P)=ĉβ.

模型(2)可变形为

G
1
2Y=G

1
2Xβ+G

1
2ε,E(G

1
2ε)=0,Cov(G

1
2ε)=σ2I. (5)

(5)式满足G-M条件.
此时Stein岭型主成分估计的目标函数为

(̂βG -b)'X'GX(̂βG -b),

‖b‖2=c2‖̂βG‖2.{ (6)

使方程组(6)达到最小值的解就是模型(2)的Stein岭型主成分估计,且β̂G =(X'GX)-1X'GY表示模型(5)下
的最小二乘估计[13].

同理,模型(3)的Stein岭型主成分估计的目标函数为

(̂βG -b)'X'(J)X(J)(̂β(J)-b),

‖b‖2=c2‖̂β(J)‖2.{ (7)

使方程组(7)达到最小值的解就是模型(3)的Stein岭型主成分估计,且β̂(J)=(X'(J)X(J))-1X'(J)Y(J)表示模

型(3)下的最小二乘估计.

当G=I-∑
j∈J

(1-gj)djd'j 时,方程组(6)中可变形为

(̂βG -b)'X'X(̂βG -b)-∑
j∈J

(̂βG -b)'(1-gj)xjx'j(̂βG -b),

‖b‖2=c2‖̂βG‖2,

ì

î

í

ïï

ïï

(8)

其中β̂G =(X'X-∑
j∈J

(1-gj)xjx'j)-1(X'Y-∑
j∈J

(1-gj)xjy'j),若令gj→0+,j∈J,则方程组(8)与方

程组(7)等价.即gj →0+,j∈J 时,方程组(6)与方程组(7)同解.
证毕.

定理1说明了,当模型(2)中的G=I-∑
j∈J

(1-gj)djd'j,且gj →0+ 时,方差阵扰动等于删除了J=

{j1,j2,…,jm}中的各行数据.这是因为当gj →0+ 时,Var(yj)=Cov(ej)=
σ2

gj
→ ∞,即模型(2)中自动删
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掉方差很大的点,从而可得到最优估计.
推论1 对于一组数据方差扰动,令G=I-(1-gi)did'i,则有lim

gi→0+
β̂(P)G =̂β(P)(J).

证明 考察方程组(6),把G=I-(1-gi)did'i 带入方程组中得

(̂βG -b)'X'X(̂βG -b)-(1-gi)(̂βG -b)'x'ixi(̂βG -b),

‖b‖2=c2‖̂βG‖2.{ (9)

此时,̂βG =(X'X-(1-gi)xix'i)-1(X'Y-(1-gi)xiyi).
当gj →0+ 时,方程组(9)可写成

(̂βG -b)'X'X(̂βG -b)- (̂βG -b)'x'ixi(̂βG -b),

‖b‖3=c2‖̂β‖2.{ (10)

方程组(10)就是模型(5)删除第i行后所得的数据删除模型的目标函数.
证毕.
根据定理1和推论1,对于删除一组或多组数据对β的Stein岭型主成分估计所引起的影响分析时,可

以通过协方差阵扰动模型的影响分析中令G=I-∑
j∈J

(1-gj)djd'j,且gj →0+ 得到.

2 模型(2)与模型(1)Stein岭型主成分估计的关系

模型(1)的Stein岭型主成分估计如引理1所示,模型(2)的Stein岭型主成分估计β̂(P)G =P(X'GX+
L'L)-1X'GY.

记􀭺G=I-G,H =X(X'X+L'L)-1X'因此有

定理2 若I-H􀭺G 可逆,则

β̂(P)G =̂β(P)-P(X'X+L'L)-1X'􀭺G(I-H􀭺G)-1δ, (11)
其中δ=(I-H)Y.

证明 注意矩阵和式求逆公式与公式I+(I-H􀭺G)-1H􀭺G=(I-H􀭺G)-1,有

β̂(P)G =P(X'GX+L'L)-1X'GY=P(X'X+L'L-X'􀭺GX)-1(X'Y-X'􀭺GY)=

P[(X'X+L'L)-1+(X'X+L'L)-1X'􀭺G(I-H􀭺G)-1X(X'X+L'L)-1]X'(I-􀭺G)Y=
P(X'X+L'L)-1X'Y+P(X'X+L'L)-1X'􀭺G(I-H􀭺G)-1X(X'X+L'L)-1X'Y-

P(X'X+L'L)-1X'􀭺GY-P(X'X+L'L)-1X'􀭺G(I-H􀭺G)-1X(X'X+L'L)-1X'􀭺GY=
β̂(P)+P(X'X+L'L)-1X'􀭺G(I-H􀭺G)-1HY-P(X'X+L'L)-1X'􀭺GY-P(X'X+

L'L)-1X'􀭺G[(I-H􀭺G)-1-I]Y=̂β(P)-P(X'X+L'L)-1X'􀭺G(I-H􀭺G)-1δ.
  证毕.

下面分别讨论m 组或一组数据方差扰动对Stein岭型主成分估计的变化情况.
推论2 对于m 组数据方差扰动,令G=I-∑

j∈J

(1-gj)djd'j,J={j1,j2,…,jm},则

β̂(P)G =̂β(P)-P(X'X+L'L)-1X'J(IJ -GJ)[IJ -HJ(IJ -GJ)-1]δJ,

β̂(P)(J)=̂β(P)-P(X'X+L'L)-1X'J(IJ -HJ)-1δJ,
其中δJ =(IJ -HJ)YJ,HJ =XJ(X'X+L'L)-1X'J.

证明 不失一般性,设J={1,2,…,m},则
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带入(11)式可得:

β̂(P)G =̂β(P)-P(X'X+L'L)-1X'􀭺G(I-H􀭺G)-1δ=

β̂(P)-P(X'X+L'L)-1XJ (IJ -GJ) -0( )
[IJ -HJ(IJ -GJ)]-1 0

* In-m

æ
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ø
÷δJ =

β̂(P)-P(X'X+L'L)-1X'J(IJ -GJ)[IJ -HJ(IJ -GJ)]-1δJ.

  另一方面,根据定理1可知β̂(P)(J)=lim
gj→0

+

j∈J

β̂(P)G =̂β(P)-P(X'X+L'L)-1X'J(IJ -HJ)-1δJ.

这与文献[12]中结果相同.
证毕.
推论3 对于一组数据方差扰动,令G=I-(1-gi)did'i,则

β̂(P)G =̂β(P)-
P(X'X+L'L)-1x'i(1-gi)δi

1-(1-gi)hii
,̂β(P)(J)=̂β(P)-

P(X'X+L'L)-1x'iδi

1-hii
,

其中δi=yi-x'i(X'X+L'L)-1X'Y,hii 为H 的第i个对角元素,hii=xi(X'X+L'L)x'i.

证明 􀭺G=I-G=(1-gi)did'i,(I-H􀭺G)-1=[1-(1-gi)xi(X'X+L'L)-1x'i]-1.带入(11)式
可得:

β̂(P)G =̂β(P)-P(X'X+L'L)-1X'􀭺G(I-H􀭺G)-1δ=̂β(P)-
P(X'X+L'L)-1x'i(1-gi)δi

1-(1-gi)xi(X'X+L'L)-1x'i
=

β̂(P)-
P(X'X+L'L)-1x'i(1-gi)δi

1-(1-gi)hii
.

再由推论1可得β̂(P)(J)=lim
gi→0+

β̂(P)G ==̂β(P)-
P(X'X+L'L)-1x'iδi

1-hii
.

这与文献[11]中结果相同.
证毕.
定理2描述了一般的协方差阵扰动前后Stein岭型主成分估计之间的关系以及关系成立的条件,定理2

说明了残差δ越大,均方差扰动对回归系数的SRPCE的影响越大.推论2和推论3讨论了多组或一组协方

差阵扰动前后SRPCE之间的关系,并根据定理1和推论1的结论得出删除多组或一组数据前后SRPCE之

间的关系.
由于X 已经中心化,因此在推论3中hii=xi(X'X+L'L)x'i 表示了xi 到中心的某种距离.推论3的结

论表明,xi 越远离中心(即hii 越接近于1),数据(yi,x'i)对Stein岭型主成分估计的影响越大.

3 影响的度量

Cook距离是由Cook[14]于1977年提出的用于分析和识别线性回归分析中强影响点的一种距离.
引理2[3] 类似于Cook距离,定义协方差阵扰动对有偏估计的影响测度度量为

D(M,C)=
(̂β(Z)-̂β)'M (̂β(Z)-̂β)

C
, (12)

其中M 为正定阵,C 为正数,对不同的M,C 和̂β(Z),可给出D(M,C)的各种表示式和统计意义.
为了方便叙述,用λi,μi(i=1,2,…,k)分别记为H,􀭺G 的特征值,τi=λiμi,Γ'是H 的特征向量为列所

成的正交矩阵,记A=Γδ,̂VG=
1

n-q
(Y-X̂β(G))'G(Y-X̂β(G)),L=ÂVGA'=(lij),其他记号的意义同前.

定理3 模型(2)中,令G=I-∑
j∈J

(1-gj)djd'j,0<gj⩽1,J={j1,j2,…,jm},1⩽m ⩽n,取M =

P(X'X+L'L),C=q̂VG,若HJ􀭺GJ =􀭺GJHJ,则Stein岭型主成分估计的Cook距离可表示为

D(P)G =
P3

q ∑
m

i=1

μilii

1-τi
· τi

1-τi
,τi <1,i=1,2,…,m, (13)
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若有某个τi=1,则令D(P)G =∞.
证明 由定理2及D(P)G 的定义可得

D(P)G =
[P(X'X+L'L)-1X'J􀭺GJ(IJ -HJ􀭺GJ)-1δJ]'P(X'X+L'L)[P(X'X+L'L)-1XJ􀭺GJ(IJ -HJ􀭺GJ)-1δJ]

q̂VG
=

δ'J(IJ -􀭺GJHJ)-1􀭺GJXJP(X'X+L'L)-1P(X'X+L'L)P(X'X+L'L)-1X'J􀭺GJ(IJ -HJ􀭺GJ)-1δJ

q̂VG
=

P3δ'J(IJ -􀭺GJHJ)-1􀭺GJHJ􀭺GJ(IJ -HJ􀭺GJ)-1δJ

q̂VG

. (14)

注意到HJ􀭺GJ =􀭺GJHJ,故存在正交阵Γ,使得HJ =Γ'ΛΓ,􀭺GJ =Γ'UΓ.
其中Λ=diag{λ1,λ2,…,λm},0<λi ⩽1,U=diag{μ1,μ2,…,μm},0<μi ⩽1.
于是D(P)G 可简化为

D(P)G =
P3

q
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GA'=

P3
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λiμ
2
ilii

(1-λiμi)
2=

P3

q ∑
m

i=1

μilii

1-τi

·
τi

1-τi
.

若有某个τi=1,则令D(P)G =∞.
证毕.
定理4 在定理3中,若取M =P(X'JXJ),其他条件不变,则有

D(P)G ==
P3

q ∑
m

i=1

τilii

1-τi

·
τi

1-τi

,τi <1,i=1,2,…,m, (15)

若有某个τi=1,则令D(P)G =∞.
证明方法类似于定理3的证明.

由(12)式关于D(M,C)的定义式,有D(P(X'JXJ),q̂V)=
P
q
(XĴβ(Z)-XĴβ)'(XĴβ(Z)-XĴβ)

V̂
,可

知,当M =P(X'JXJ)时,D(M,C)度量了协方差阵扰动时XJ 处对Y 的预测影响大小.
由定理3和定理4可知,对不同的m,M,C 可以得到不同的Cook距离,根据文献[3,15]的方法得出协

方差阵扰动下Stein岭型主成分估计的一些常见的Cook距离的具体形式,这里不一一列举.

4 实例分析

为了讨论本文定义的Cook距离在检测异常点的效果,选择文献[1]中的外贸数据来做分析,该组数据

存在着共线性.把样本数据3组合为1组,并求得各组的协方差阵分别为:

Cov1=
123.4 -5.98 83.58
-5.98 0.37 -4.28
83.58 -4.28 57.24
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41.19 -2.33 29.17

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,Cov3=

145.0 16.24 97.83
16.24 3.50 11.78
97.83 11.78 66.42

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

比较可得3组协方差阵均不相等[16],说明该组数据的协方差阵出现扰动.
为此,本文主要在Stein岭型主成分估计下研究协方差阵扰动模型的拟合程度,以及实验数据中某组数

据的影响程度,并根据文章中所推断出来的统计量检测异常点的效果,结果如下:
首先根据岭迹法(见图1)以及文献[9]给出的偏参数P 的最优值计算公式,求得k=0.04,P=0.634(其

中α̂2i 和σ2 用最小二乘估计的参数来代替).其次计算出δ',̂V 分别为

δ'=Y'(In -H)(-1.64,-2.61,-0.51,-0.72,-0.47,-0.63,0.53,1.75,1.95,0.49,0.20),
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V̂=
1

n-q
Y'(In -H)Y=2.30.

  于是求得表1中的Cook距离D1,D2 和D3(见表2).Di 越大,说明(yi,x'i)对(̂β(P),̂σ2)的影响越大.
从表1可以看出,三种不同的影响度量均指示第11号观测值的影响最大.事实上,第11号观测值的杠杆值hii

也是最大的,说明该点距离数据集中心最远,这是造成第11号观测点影响最大的原因.由Di 的计算式可知,

Di 值综合了杠杆值hii 与学生化残差(ri 或r*
i )的模的大小,因此用Di 值来度量影响程度是合理的.

在表1中 D1 =D(M1,q̂V),D2 =D(M1,q̂V(i)),D3 =D(M2,q̂V(i)),其中 M1 =P(X'X +L'L),

M2=P(X'JXJ).
表1 外贸数据的影响度量

Tab.1 Theimpactmeasurementsofforeigntradedata

No. hii D1 D2 D3

1 0.162 0.020 0.183 0.030

2 0.179 0.022 0.203 0.036

3 0.072 0.008 0.081 0.006

4 0.103 0.012 0.117 0.012

5 0.477 0.093 0.540 0.258

6 0.161 0.020 0.182 0.029

7 0.210 0.027 0.237 0.049

8 0.297 0.043 0.336 0.100

9 0.174 0.021 0.198 0.034

10 0.369 0.060 0.418 0.154

11 0.795 0.396 0.901 0.716

  以No.为横坐标,分别以D1,D2和D3为纵坐标,用表1中的数值做影响图(见图2),从图2中可以直观

看出第11号观测点是影响最大的点.

5 结 论

本文研究了线性统计模型的影响分析问题.证明了协方差阵扰动下的Stein岭型主成分估计与G-M 模

型下的Stein岭型主成分估计和数据删除模型下的Stein岭型主成分估计存在关系,三者可以通过表达式互

相表示;并给出了度量扰动影响的Cook距离.
通过上面的实例,可以得出结论:第11号观测点是强影响点,表1中3种度量值对数据的影响方面总体

效果具有一致性,都可以作为判断强影响点的度量,对诊断数据是否为强影响点具有统计意义.
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Influenceanalysisofcovariancematrixdisturbanceonsteinridge
typeprincipalcomponentestimator

ZhuNinga,b,HuangRongzhena,ZhangMaojuna,DengChaohaia

(a.SchoolofMathematicsandComputingScience;b.InstituteofInformationTechnologyofGuet,

GuilinUniversityofElectronicScienceandTechnology,Guilin541004,China)

  Abstract:Inthispaper,theissueofinfluenceanalysisofcovariancematrixdisturbanceonsteinridgetypeprincipalcom-
ponentsestimator(SRPCE)inlinearregressionmodelisstudied.Weprovethatinthedatadeletionmodel,somelimitofSR-
PCEwhichintheregressionmodelwithcovariancematrixdisturbanceisSRPCE.Then,wesetuptherelationshipsamong

β̂(P)Gand̂β(P).Next,wedefinethedistancemeasureDG,whichcanbeassessedthedisturbinginfluence.Afterwards,we

giveseveralcalculationformulasofDG.Finally,apracticalexampleispresentedtoillustratetheeffectivenessofthismethod.

Keywords:Steinridgetypeprincipalcomponentsestimator;covariancematrixdisturbance;datadeletionmodel;influence
analysis;Cookdistance
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