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【主持人按语】控制理论是工程学与数学的跨领域分支,主要研究有输入信号的动力系统行

为.现代控制理论是以状态空间概念为基础,利用数学方法和计算机辅助来进行复杂控制系统分析

与综合的理论,适用于多输入-多输出系统,并能够处理其时变或非线性特性,已被广泛应用于航

空航天、军事、通信等领域.目前,对于现代控制理论的研究往往从具体系统和一般系统两个角度展

开.首先,航天器网络的姿态系统作为具体系统,是现代控制理论的研究热点之一,探索如何实现航

天器网络的全局姿态同步具有重要的实际意义和研究价值.在论文《航天器网络基于四元数表征的

全局姿态同步》中,针对具有任意初始姿态的航天器网络,作者提出了两类基于四元数表征的全局

姿态同步协议,并基于四元数标量/矢量Lyapunov能量函数证实了这两类同步协议的有效性.其
次,科学研究中的众多难题往往能够简化为以线性方程组为代表的一般系统的求解问题,例如分数

阶积分微分方程、机器人的控制方案设计等.在论文《一类扰动线性方程组的迭代学习控制求解方

法》中,作者基于迭代学习控制的思想,通过Lyapunov方法设计状态反馈控制器,获得一类系数矩

阵中含有扰动的线性方程组的近似解,为一般系统的求解提供可行思路.
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摘 要:针对航天器网络中的全局姿态同步问题,提出了两类基于四元数表征的同步协议.基于对四元数标量

初值的预处理,第一类航天器姿态协议仅利用其四元数的矢量部分,能够在任意初始物理姿态情况下实现航天器姿

态在数学意义下的全局同步.进一步,第二类航天器姿态协议通过融入航天器姿态的实时四元数标量符号,不仅能够

避免对其标量部分进行单独分析,而且能够保证航天器姿态实现物理意义下的全局同步.通过航天器网络的仿真分

析,验证了两类协议在任意初始物理姿态下的全局姿态同步效果.
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自20世纪90年代以来,随着小卫星技术的发展,以小卫星编队为代表的航天器网络逐渐成为姿态控制

问题的研究热点.航天器网络通常由空间上呈现一定构型的多个航天器构成[1].为实现特定的合作目标,航
天器网络的姿态协同至关重要,其中姿态同步是姿态协同中的重要研究部分[2].如深空探测中,航天器网络

中的遥测设备等有效载荷需指向同一方向,才能实现完整的信息采集;交会对接时,主从航天器的姿态同步
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是安全对接的必要条件[3].因此,探索如何实现航天器网络的姿态同步具有重要的实际意义和研究价值.
对于航天器网络的全局姿态同步,如何合理表征各航天器的姿态是关键问题之一.常用的姿态表征方法

主要有旋转矩阵、欧拉角和四元数.文献[4-5]使用旋转矩阵法表征姿态信息,但这种方法参数量大,计算复

杂,且9个参数内含冗余信息.文献[6]中提出在大角度机动中,欧拉角法可能会因为旋转角度特殊而出现奇

点.与以上两种方法相比,四元数法表征参数少,不存在奇点问题,因而在全局姿态表征方面具有天然优势.
然而,四元数在表征姿态中存在着非唯一映射的问题,即同一个物理姿态可以映射为一对共轭四元数,导致

全局姿态同步协议设计和分析上的困难[7].
另一个关键问题是如何设计姿态协议实现全局姿态同步.由于四元数处于非欧氏空间,且利用四个参数

表征三维空间的指向信息,若同步协议设计不当可能出现“非同步陷阱”,即仅矢量部分收敛,而标量部分不

收敛,从而姿态并未实现同步.文献[8-9]针对航天器网络,构造基于四元数矢量的控制协议,仅能实现矢量

部分的收敛,但未考虑四元数标量的收敛.文献[10]利用四元数的矢量和标量相除设计控制协议,虽然成功

地将拓扑结构放宽到非结构平衡的强连通图,但对于初始姿态仅能得到几乎全局同步.因此,构造全局姿态

同步协议仍具有挑战性.
受上述已有工作的启发,本文提出了两类基于四元数表征的姿态同步协议,实现强连通航天器网络的全

局姿态同步.第一类协议仅使用四元数的矢量部分,对四元数标量初值进行非负处理,然后分别对标量部分

和矢量部分的演化进行分析,得到数学意义下的姿态同步结果.第二类协议进一步引入实时四元数标量符

号,避免对标量部分的单独分析,最终得到更一般性的物理意义下的姿态同步结论.最后通过仿真分析,验证

了两类协议在任意初始物理姿态下的姿态同步效果.

1 预备知识

1.1 网络拓扑

网络拓扑是研究航天器网络的基础,描述了各航天器之间的通信连接方式.网络拓扑可以利用有向图

G={N,E,A}进行描述,其中N={1,2,…,n}表示n个航天器的集合,E⊆N×N 表示代表通信与感知的

边的集合,A=[aij]∈Rn×n 表示G 的邻接矩阵.有向边(j,i)∈E 表示航天器j 是航天器i的邻居,此时

aij =1(i≠j),否则,aij=0.航天器i的所有邻居节点构成的集合定义为Ni={j:j∈N 且(j,i)∈E}.如果

从航天器i到航天器j之间存在有向边的序列,那么这个序列称为有向路径.如果任意一个航天器均存在到

达其他航天器的有向路径,则称有向图G 是强连通.相应的拉普拉斯矩阵定义为L=[lij]∈Rn×n,其中对于

i≠j,lij =-aij,否则,对于i=j,lii=∑j∈Ni
aij.

1.2 姿态表征

四元数 (ε,q)∈R×R3 是一种基于欧拉旋转定理的姿态表征方式.欧拉旋转定理是指刚体绕定点的任

意有限转动可由绕过该点的某根轴的一次转动实现.具体来说,四元数的具体定义如下[11]:

ε=cos(φ2
),q=esin(φ2

), (1)

其中单位矢量e∈R3 表示欧拉轴,φ ∈R表示绕e旋转的欧拉角.根据(1)式,可得单位约束如下:

ε2+qTq=1. (2)

  注1 根据(1)和(2)式,可知 (ε,q)和(-ε,-q)表示相同的物理姿态,因此相同的四元数表示相同的

物理姿态,而相同的物理姿态可以表示为不同的四元数.根据如上表述,在下一节中对同步问题进行分类考虑.

2 问题描述

考虑由n 个航天器组成的航天器网络,根据四元数定义,可以得到第i个航天器的姿态运动学为[11]:

ε̇i(t)=-
1
2q

T
i(t)ωi(t),̇qi(t)=

1
2qi(t)×ωi(t)+

1
2εi(t)ωi(t), (3)

其中,εi(t)和qi(t)分别为本体系相对于惯性系的四元数标量和矢量,ωi(t)为本体系相对于惯性系的旋转
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角速度在本体系上的投影,×表示矢量叉乘运算.
根据姿态运动学(3)式,本文的目标为设计关于ωi(t)的姿态同步协议,对于任意初始物理姿态,实现

基于强连通拓扑的航天器网络的姿态同步.具体来讲,分为如下两个目标:
(a)数学意义下的姿态同步:当时间趋于无穷时,强连通网络下所有航天器的四元数 (εi,qi)最终达到

一致,即对于任意i∈N 和j∈N,

lim
t→∞

|εi(t)-εj(t)|=0, (4)

lim
t→∞
‖qi(t)-qj(t)‖=0. (5)

  (b)物理意义下的姿态同步:当时间趋于无穷时,强连通网络下所有航天器的物理姿态最终达到同步,
即对于i∈N 和j∈N,

lim
t→∞
‖sgn(εi(t))qi(t)-sgn(εj(t))qj(t)‖=0, (6)

其中,对于任意x ∈R,符号函数定义为:如果x ⩾0,则sgn(x)=1,否则sgn(x)=-1.
注2 根据单位约束(2)和(6)式,可以进一步得到两种结果:(Ⅰ)lim

t→∞
|εi(t)-εj(t)|=0和lim

t→∞
‖qi(t)

-qj(t)‖=0,(Ⅱ)lim
t→∞

|εi(t)+εj(t)|=0和lim
t→∞
‖qi(t)+qj(t)‖=0.其中,(Ⅰ)即为目标(a),(Ⅱ)中虽

然四元数未收敛到一致,但是根据单位约束(2),其仍然表示相同的物理姿态.
注3 需要注意的是,尽管四元数遵循单位约束(2),但是目标(a)中仅根据(5)式,并不能得到(4)式,因

此(4)和(5)式必须同时成立,否则可能导致所谓的“非同步陷阱”,即仅矢量部分收敛,而标量部分不收敛.

3 主要结果

本节分别给出基于初始四元数标量符号的控制协议和基于实时四元数标量符号的控制协议,并分别证

明了在相应控制协议下航天器网络最终能够达到姿态同步.
3.1 基于初始四元数标量符号的协议设计

首先,给出基于初始四元数标量符号的同步协议:

ωi(t)=∑
j∈Ni

aij(qj(t)-qi(t)). (7)

在此控制协议的基础上,对四元数标量进行分析,进而推导出航天器网络的全局姿态同步结果.
3.1.1 四元数标量分析

在对航天器四元数进行分析时,根据单位限制(2)可知,四元数会出现非唯一映射问题.为解决这一问

题,本节给出一个强连通拓扑下有关四元数映射唯一性的引理.该引理说明了四元数映射的唯一性与标量初

值之间的关系.
引理1 针对由n 个航天器组成的强连通网络(3),采用同步协议(7),如果所有航天器四元数标量均满

足εi(0)⩾0,则对于t>0,有εi(t)⩾0,∀i∈N.
证明 假定k(t)为t时航天器网络中标量最小的航天器编号,即

εk(t)(t)=min
i∈N
{εi(t)}, (8)

则有εk(t)(t)⩽εj(t),∀j∈Nk(t).进而,可知εk(t)(t)为连续分段可导函数.根据(2)和(8)式可得

qT
k(t)(t)qk(t)(t)⩾qT

j
(t)qj(t),∀j∈Nk(t). (9)

当εk(t)(t)导数存在时,有ε̇k(t)(t)=-
1
2q

T
k(t)(t)ωk(t)(t).由(7)式,可得:

ε̇k(t)(t)=-
1
2 ∑j∈Nk(t)

ak(t)j(q
T
k(t)(t)qj(t)-qT

k(t)(t)qk(t)(t))=

-
1
2 ∑j∈Nk(t)

(qT
k(t)(t)qj(t)-qT

k(t)(t)qk(t)(t)).

进而可得:̇εk(t)(t)=
1
4 ∑j∈Nk(t)

(qT
k(t)(t)qk(t)(t)+qT

k(t)(t)qk(t)(t)-2q
T
k(t)(t)qj

(t)).再根据(9)式,可以得到
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ε̇k(t)(t)⩾
1
4 ∑

j∈Nk(t)

(qT
k(t)(t)qk(t)(t)+ qT

j
(t)qj

(t)- 2qT
k(t)(t)qj(t)).进 一 步,可 知 ε̇k(t)(t) ⩾

1
4 ∑j∈Nk(t)

‖qk(t)(t)-qj
(t)‖2 ⩾0.

由此可得,当ε̇k(t)(t)存在时,则ε̇k(t)(t)⩾0.由于εk(t)(t)为连续函数,且εk(t)(t)的不可导点构成零测

度集,根据文献[12]的连续归纳法,可得对t⩾0,有εk(t)(t)⩾εk(t)(0).由(8)式可知,如果对于任意航天器

i,均存在εi(0)⩾0,则对t⩾0必有εi(t)⩾0,引理1得证.
注4 根据引理1,如果所有航天器均符合εi(0)⩾0,则同步协议(7)可以保证所有的四元数标量始终保

持非负.考虑单位限制(2),若已知四元数的矢量,则可以唯一确定对应的标量数值,这样即可避免“非同步陷

阱”.另外,根据四元数定义(1),εi(0)⩾0可以映射所有物理姿态,即可进行全局姿态表征.
3.1.2 数学意义下的姿态同步分析

本节对强连通拓扑下航天器网络的姿态同步进行分析,首先给出关于强连通拓扑的一个引理.
引理2[13] 针对由n个航天器组成的强连通网络(3),存在p=[pi]∈Rn,其中pi>0,∀i∈N,使得

∑
i∈N
∑

j∈Ni

piaijq
T
i(t)qi(t)=∑

i∈N
∑

j∈Ni

piaijq
T
j
(t)qj

(t). (10)

  引理1和引理2给出了在强连通拓扑下网络中航天器四元数标量和矢量的性质.要证明航天器网络的

全局姿态同步,还需对整个时域上航天器四元数的一致性进行分析.进一步,给出基于初始四元数标量符号

的协议设计的定理:
定理1 针对由n 个航天器组成的强连通网络(3),对于任意初始物理姿态,如果εi(0)⩾0,且采用同步

协议(7),所有航天器的四元数表征最终趋于一致,实现全局同步,即(4)和(5)式成立.
证明 考虑以下能量函数:

V(t)=∑
i∈N

pi(2-2εi(t)). (11)

对(11)式中的能量函数求导,并考虑姿态运动学(3)和协议(7),可得

V̇(t)=∑
i∈N

piqT
i(t)∑

j∈Ni

aij(qj
(t)-qi(t))=∑

i∈N
∑
j∈N

piqT
i(t)aij(qj

(t)-qi(t))=

∑
i∈N
∑
j∈N

piaij(q
T
i(t)qj

(t)-qT
i(t)qi(t)). (12)

将(10)式代入(12)式,可得

V̇(t)=∑
i∈N
∑
j∈N

piaij(q
T
i(t)qj

(t)-
1
2q

T
i(t)qi(t)-

1
2q

T
j
(t)qj

(t))=-
1
2∑i∈N

∑
j∈N

piaij(-2q
T
i(t)qj

(t)+

qT
i(t)qi(t)+qT

j
(t)qj

(t))=-
1
2∑i∈N

∑
j∈N

piaij‖qi(t)-qj
(t)‖2 ⩽0.

考虑强连通图的性质,在aij≠0时,当且仅当‖qi(t)-qj
(t)‖=0成立,有V̇(t)=0,此时系统达到稳定,

故(5)式的结论成立.
根据(5)式和四元数的单位限制(2),可得lim

t→∞
(|εi(t)|-|εj(t)|)=0.进一步,因为对于所有航天器

εi(0)⩾0成立,根据引理1,εi(t)均保持非负.故(4)式成立.因此,航天器网络的四元数趋于相同,即物理姿

态最终趋于同步.定理得证.
注5 定理1中的条件εi(0)⩾0,∀i∈N 是合理的.根据(1)式,可知当εi(0)⩾0,相应的欧拉角

φi(0)范围为[-π,π],即符合此初值的四元数集合可以映射所有物理姿态空间.另外需要说明的是,如果四

元数初值(εi(0),qi(0))中εi(0)<0,根据注1可以将四元数初值预处理为(-εi(0),-qi(0)).
注6 相比于文献[8],本文提出的基于初始四元数标量符号的协议设计,可以保证四元数的标量部分

和矢量部分分别收敛,从而保证姿态同步,避免了文献[8]中的“非同步陷阱”.
3.2 基于实时四元数标量符号的协议设计

在定理1的基础上,进一步将四元数标量的符号引入控制协议,就可以避免对四元数初始值标量符号的

判断和处理,只需根据控制协议直接对航天器网络进行同步分析.同样地,首先给出同步协议为:
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ωi(t)=∑
j∈Ni

aij(sgn(εi(t))sgn(εj(t))qj
(t)-qi(t)). (13)

  基于此协议(13),给出如下姿态同步定理.
定理2 针对由n 个航天器组成的强连通网络(3),给定任意初始四元数,若采用分布式同步协议(13),

则所有航天器的物理姿态最终趋于同步,即(6)式成立.
证明 采用定理1中的能量函数(11),对其求导并代入姿态运动学(3)和姿态协议(13),可得

V̇(t)=∑
i∈N

piqT
i(t)∑

j∈Ni

aij(sgn(εi(t))sgn(εj(t))qj
(t)-qi(t))=

∑
i∈N
∑

j∈Ni

piqT
i(t)aij(sgn(εi(t))sgn(εj(t))qj

(t)-qi(t))=

∑
i∈N
∑

j∈Ni

piaij(sgn(εi(t))sgn(εj(t))q
T
i(t)qj

(t)-qT
i(t)qi(t)). (14)

根据引理2,对(14)式进行进一步化简:

V̇(t)=∑
i∈N
∑

j∈Ni

piaij(sgn(εi(t))sgn(εj(t))q
T
i(t)qj

(t)-
1
2‖qi(t)‖

2-
1
2‖qj

(t)‖2)=

-
1
2∑i∈N

∑
j∈Ni

piaij‖sgn(εi(t))qi(t)-sgn(εj(t))qj
(t)‖2.

考虑aij≠0时,当且仅当‖sgn(εi(t))qi(t)-sgn(εj(t))qj
(t)‖=0,∀i,j∈N,有V̇(t)=0,即(6)式成

立.因此,航天器网络的物理姿态最终趋于同步,实现全局姿态同步,定理得证.
注7 相比于定理1,定理2在姿态同步协议(13)中引入了符号函数,这种方式的优势在于,在分析收敛

性时不必考虑航天器四元数标量的符号.尽管当时间趋于无穷时,各个航天器的四元数未必趋于相同,但是

保证了物理意义下的姿态同步目标的实现,符合实际应用需求.

4 数值仿真

在本节中,对所提两类姿态同步协议(7)和(13)的有效性进行验证,利用刚体航天器网络进行数值仿真,
仿真步长为0.1s,仿真时长为20s.邻接矩阵A 的非零项设置为a12=1,a15=1,a23=1,a24=1,a34=1,

a41=1,a54=1.四元数初值矢量部分分别为:

q1(0)=[0.2934,-0.1556,0.7695]
T,q2(0)=[-0.2480,0.3059,-0.8761]

T,

q3(0)=[-0.2558,-0.7306,0.5565]
T,q4(0)=[0.7631,-0.3068,0.3815]

T,

q5(0)=[-0.5211,0.0775,0.8416]
T.

为验证仿真协议(7),取标量的初值为:

ε1(0)=0.6846,ε2(0)=0.2194,ε3(0)=0.2798,ε4(0)=0.4103,ε5(0)=0.0939.
为验证仿真协议(13),取标量的初值为:

ε1(0)=-0.6846,ε2(0)=0.2194,ε3(0)=-0.2798,ε4(0)=0.4103,ε5(0)=-0.0939.
对标量和矢量分别作图,以判断其收敛性.结果如图1和图2所示.

从图1中可以看出,四元数矢量和标量分别收敛,此时航天器之间达成姿态一致.另外,通过标量的变

化曲线可以看出,在初始值非负时,标量在整个时域内保持非负.因此,根据定理1的结论和图1的仿真结

果可知,对于任意初始物理姿态的航天器网络,使用本文提出的控制协议(7)能够使系统实现全局姿态

同步.
从图2中四元数标量部分的变化曲线可以看出,在对控制协议引入符号函数之后,即使存在标量初

值为负的航天器四元数,在整个时域上各个航天器的四元数仍能趋于一致.因此,根据定理2的结论和图

2的仿真结果可知,对于任意初始物理姿态的航天器网络,使用本文提出的控制协议(13)也能够使系统

实现全局姿态同步.需要说明的是,定理2可以实现物理意义下的姿态同步,但并不能保证四元数一定实

现同步.
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5 结 论

本文针对拓扑结构为强连通的航天器网络的全局姿态同步问题,设计了两类基于四元数的同步协议.第
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一类协议仅使用四元数矢量部分.首先,基于四元数非唯一映射,通过预处理保证初始四元数标量非负,进而

证明在第一类协议下,标量部分始终非负.然后,通过构造能量函数证明趋于一致.根据单位约束,可以证明

标量部分也收敛到相同的数值,即数学意义下的姿态同步.第二类协议在第一类协议的基础上,引入实时四

元数标量符号,无需对标量部分的演化单独分析,可以得到更一般性的物理意义下的姿态同步.通过对给定

的强连通航天器网络的仿真分析,验证了两类协议的全局姿态同步效果.
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Globalattitudesynchronizationfornetworkedspacecraft
withquaternion-basedrepresentations

MengDeyuan,SanYang,ZhangFan

(SchoolofAutomationScienceandElectricalEngineering,BeihangUniversity(BUAA),Beijing100191,China)

Abstract:Thispaperdevelopstwoquaternion-basedprotocolsfortheglobalattitudesynchronizationproblemofnet-
workedspacecraft.Thankstothepretreatmentofthescalarpartsofinitialquaternions,thefirstprotocolachievestheglobal
synchronizationofthespacecraft'sattitudeswitharbitraryinitialattitudesinthemathematicalsensebyresortingonlytothe
vectorpartsoftheirquaternions.Moreover,thesecondprotocolincorporatesthesignsofthescalarpartsofreal-timequaterni-
onsforthespacecraft'sattitudes,whichthuscannotonlyavoidanalyzingtheevolutionoftheirscalarpartsseparately,butalso
ensuretheglobalsynchronizationofthespacecraft'sattitudesinthephysicalsense.Simulationsfornetworkedspacecraftare

presentedtoshowtheglobalattitudesynchronizationperformancesundertwoproposedprotocols.

Keywords:networkedspacecraft;quaternion;attitudesynchronization;globalsynchronization
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