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有限域上分圆映射对合的构造、计数与分类

屈龙江,李康荃

(国防科技大学 文理学院,长沙410073)

摘 要:由于有限域上多项式f(x)可以唯一地写成xrh(xs)+f(0),2009年王强等基于此表示提出多项式

指标概念.这一概念自提出之后,在研究多项式值域、特征和、置换多项式等问题上起到了重要的作用.对合在分组密

码构造中有十分重要的意义.近两年,有多位学者对对合进行研究,旨在为分组密码构造中S盒的设计提供更多选

择.最近,郑大彬等对Fq 上形如xrh(xs)的对合进行研究,给出了该类多项式是对合的一个充要条件并提出了一种

构造此类对合的方法.该方法需要对某方程组,即方程组(3),进行求解.
利用对称群中的共轭关系和分块矩阵的思想,首先对郑大彬等的方法进行深层次的分析,给出了方程组解的确

切表达式,改进了该构造方法;其次,给出了有限域上任意固定指标、常数项为0的对合的个数;再次,根据指标的大

小,对具有显性表达式的已有对合进行分类;最后,确定了几类对合,丰富了已有结果.具体地,针对低指标对合,给出

了指标为2和3的较郑大彬等结果更具体的对合条件;针对非低指标对合,利用李康荃等得到的复合逆结果,给出了

一类Fq2 上形如xrh(xq-1)的对合.
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1 介 绍

设q为素数幂,有限域Fq 上的置换多项式是指能使映射f:Fq →Fq 为双射的多项式f(x).给定Fq 上

的一个置换多项式f(x),显然存在Fq 上的一个多项式f-1(x)使得

f(f-1(x))≡f-1(f(x))≡x (modxq -x),
并且f-1(x)(modxq-x)是被f(x)唯一确定的,一般称之为f(x)在Fq 上的复合逆.特别地,如果置换f
的复合逆恰为其本身,即有f(f(x))=x,则称f 为对合.

众所周知,有 限 域 Fq 上 的 任 意 次 数 小 于 等 于q -1的 多 项 式 f(x)可 以 唯 一 地 写 成 f(x)=

a(xrh(x(q-1)/ℓ))+b,其中b=f(0),ℓ|q-1.事实上,如果f(x)=a(xd +ad-i1
xd-i1 +…+ad-ik

xd-ik)+

b,其中a,ad-ij
≠0,j=1,…,k.记d -ik =r.则f(x)=a(xrh(x(q-1)/ℓ))+b,其中h(x)=xe0 +

ad-ij
xe1 +…+ar,e0=

d-r
s

,对任意整数1⩽j⩽k-1,ej=
d-r-ij

s
,s=gcd(d-r,d-r-i1,…,d-

r-ik-1,q-1),ℓ=
q-1
s

和gcd(e0,e1,…,ek-1,ℓ)=1.此时,称整数ℓ=
q-1
s

为多项式f(x)的指标(index).

从指标的定义可以看出其适用的多项式至少是二项式.指标这一概念是王强等[1]于2009年提出的.这一概念

自提出后,在多项式值域[2]、特征和[3]、置换多项式[1]等众多研究方向上都有重要的应用.
假设有限域Fq 上的多项式f(x)满足首项系数为1且f(0)=0,则f(x)可以写成xrh(xs),其中s=
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q-1
ℓ .事实上,这类多项式与r 阶分圆映射有着紧密联系.设γ 为有限域Fq 的本原元,q-1=ℓs,C0∶=

{γℓj|j=0,1,…,s-1}.则F*
q ∶=Fq\{0}可以分解成若干个分圆陪集:Ci=γiC0,i=0,1,…,ℓ-1.

对任意A0,A1,…,Aℓ-1 ∈Fq,分圆映射fA0,A1,…,Aℓ-1
(x)定义如下:

fA0,A1,…,Aℓ-1
(x)=

0,如果x=0,

Aix,如果x∈Ci,i=0,1,…,ℓ-1.{
更一般地,r阶分圆映射fr

A0,A1,…,Aℓ-1
(x)是指

f
r

A0,A1,…,Aℓ-1
(x)=

0,如果x=0,

Aixr,如果x∈Ci,i=0,1,…,ℓ-1.{
可以证明,有限域Fq 上形如f(x)=xrh(xs)的多项式等价于r阶分圆映射.一方面,设f(x)=xrh(xs),令

Ai =h(γis),i=0,1,…,ℓ-1,则fr
A0,A1,…,Aℓ-1

(x)=f(x);另一方面,对于r阶分圆映射fr
A0,A1,…,Aℓ-1

(x),其

多项式表示为f(x)=
1
ℓ ∑

ℓ-1

j=0
∑
ℓ-1

i=0
aiζ-ji( )xjs+r,其中ζ=γs 是ℓ阶单位根.针对有限域Fq 上r阶分圆映射或

f(x)=xrh(xs)置换性质的研究可以追溯到Rogers和Dickson的工作.1991年,万大庆和Lidl[4]第一次系

统地给出此类多项式的置换性质刻画.后续的研究可以参考侯向东[5]关于置换多项式的综述论文和李念

等[6]关于Niho指数的综述论文以及其中的参考文献.
对合在实践和理论中皆有广泛和重要的应用.在实践应用上,对合是分组密码算法中S盒的理想选择;

在理论应用上,对合在构造Bent函数中有着直接应用[7].关于r阶分圆映射或f(x)=xrh(xs)的对合性质,

2017年王强[8]给出了一类更具有一般性的多项式,即广义分圆映射的对合刻画.设 R0(x),R1(x),…,

Rℓ-1(x)∈Fq[x],Fq 上的广义分圆映射定义如下:

f
R0(x),R1(x),…,Rℓ-1

(x)

A0,A1,…,Aℓ-1
(x)=

0,如果x=0,

AiRi(x),如果x∈Ci,i=0,1,…,ℓ-1.{
与r阶分圆映射类似,广义分圆映射的多项式表示为f(x)=

1
ℓ∑

ℓ-1

i=0
∑
ℓ-1

j=0
Aiζ-jiRi(x)xjs,其中s=

q-1
ℓ
,ζ=

γs.最近,郑大彬等[9]给出了f(x)=xrh(xs)是对合的一个充要条件,本文将说明其充要条件可由王强的结

果[8]简单证明.在此基础上,他们提出了一个构造形如xrh(xs)对合的方法,该方法需要对某类方程组,即方

程组(3)进行求解.
本文主要对有限域上形如f(x)=xrh(xs)的对合进行更深入的分析,根据指标对已有对合进行分类并

构造几类新的对合.本文剩余部分的主要工作及组织结构安排如下:第二节在回顾王强和郑大彬等工作的基

础上,对郑大彬等的方法进行深入的分析.利用对称群中的共轭关系和分块矩阵的思想,给出了方程组(3)解
的确切表达式,改进了郑大彬等的方法;在此基础上,第三节给出了有限域上任意固定指标、常数为0的对合

个数.第四节是根据指标大小对对合进行分类,其中包括已有结果和新结果.第五节是总结与进一步工作.因
为本文涉及符号较多,为方便读者阅读,下面对本文常见符号进行说明.

符号说明:
  q:素数幂;

γ:有限域Fq 的本原元;

ℓ,s:皆为正整数,并且q-1=ℓs;

ζ=γs:ℓ阶本原单位根;

μℓ∶= {x∈Fq|xℓ =1};

indγ(α),其中α∈F*
q :使得α=γk 成立的最小的正整

数k;

Zℓ∶= {0,1,…,ℓ-1};

Sℓ:Zℓ 上的对称群;

id∈Sℓ:Zℓ 上的恒等映射;

Rs∶= {1⩽r⩽s|r2 ≡1(mods)};

Rs,s1
= {1⩽r⩽s|r2 ≡1(mods1)},其中s|s1;

Fℓ,Rs
:Fq 上所有形如xrh(xs)的对合组成的集合,其中

1⩽r⩽s;

Fℓ1,Rs,s1

:Fq 上所有形如xrh(xs1)的对合组成的集合,

其中1⩽r⩽s.
Gℓ1,Rs,s1

:Fℓ,Rs
中指标为ℓ1 的对合,其中ℓ1|ℓ,s1 =

q-1
ℓ1

;

Gℓ,Rs
∶=Gℓ,Rs,s

;
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Mℓ:Fℓ,Rs
中的单项式对合;

Mℓ,ℓ1
:Mℓ 中形如xrh(xs1)的单项式对合;

本文提到的所有“因子”皆为正因子.

2 分圆映射对合的构造

本节主要对分圆映射对合的构造进行研究.众所周知,有限域上多项式f(x)可唯一地写成xrh(xs)+
f(0)的形式.基于此,王强等[1]于2009年提出多项式指标概念.显然,当f(x)各项次数皆小于等于q-1时,
由多项式指标的定义可知f(x)指标是唯一的.然而,当允许f(x)项的次数大于等于q时,r的选择并不唯

一,然而下述引理说明多项式指标不随r选择的不同而变化.
引理1 设q-1=ℓs且多项式f(x)=xrh(xs)∈Fq[x]的指标为ℓ.则ℓ不随着r选择的不同而变化.

证明 假设h(x)=xe0+b1x
e1+…+bk-1x

ek-1+bk,其中e0>e1> … >ek-1,则由多项式指标的定

义可知 gcd(e0,e1,…,ek-1,ℓ)=1.并且 f(x)=xr(xe0s +b1x
e1s + … +bk-1x

ek-1s +bk)=xr+e0s +

b1x
r+e1s +…+bk-1x

r+ek-1s +bkxr.

如果将f(x)中的xr+eis 项提出来,也就是说,r→ri∶=r+eis,则f(x)可写成

xri(x
(e0-ei)s +…+bi-1x

(ei-1-ei)s +bi+bi+1x
(ℓ+ei+1-ei)s +…+bkx

(ℓ-ei)s).
下面只需证明gcd(e0-ei,…,ei-1-ei,ℓ+ei+1-ei,…,ℓ-ei,ℓ)=1.如若不然,假设gcd(e0-ei,…,ei-1-
ei,ℓ+ei+1-ei,…,ℓ-ei,ℓ)=d>1,则d|ℓ,结合d|ℓ-ei 得到d|ei.进而d|ej,其中j=0,1,…,k-
1.所以d|gcd(e0,e1,…,ek-1,ℓ)=1,这与d>1矛盾.所以gcd(e0-ei,…,ei-1-ei,ℓ+ei+1-ei,…,ℓ-ei,

ℓ)=1.也就是说f(x)=xrihi(xs),其中hi(x)=xe0-ei +…+bi-1x
ei-1-ei +bi+bi+1x

ℓ+ei+1-ei…+bkx
ℓ-ei.

所以f(x)的指标ℓ是多项式f(x)的固有性质,不随着r选择的不同而变化.

2017年,王强[8]得到了广义分圆置换f
xr0,xr1,…,xrℓ-1

A0,A1,…,Aℓ-1
(x)的复合逆,进而完全刻画了广义分圆映射

f
xr0,xr1,…,xrℓ-1

A0,A1,…,Aℓ-1
(x)的对合性质.

定理1[8](定理2) 设γ 为有限域Fq 的本原元,q-1=ℓs,ζ=γs.令A0,A1,…,Aℓ-1∈F*
q ,r0,r1,…,rℓ-1

皆为正整数.则f(x)=
1
ℓ ∑

ℓ-1

i=0
∑
ℓ-1

j=0
Aiζ-jixri+js

∈Fq[x]是Fq 上的对合当且仅当以下4个条件同时成立:

(1)对任意i=0,1,…,ℓ-1,存在整数gi 和ti 使得rigi+sti=1成立;
(2){φ(i)=indγ(Ai)+iri(modℓ)|i=0,1,…,ℓ-1}=Zℓ;
(3)对任意i=0,1,…,ℓ-1,rφ(i)≡r-1

i ≡gi(mods);
(4)对任意i=0,1,…,ℓ-1,Aφ(i)=A-gi

i ζiti.
最近,郑大彬等对有限域Fq 上形如f(x)=xrh(xs)多项式的对合性质进行研究,给出了如下的充要

条件.
定理2[9](定理2.2) 设q-1=ℓs,f(x)=xrh(xs)∈Fq[x]和g(x)=xrh(x)s.则f(x)是Fq 上的对合

当且仅当(1)r2 ≡1(mods)且(2)对任意z∈μℓ,ϕ(z)=z
r2-1

s (h􀳱g)(z)h(z)r =1.
事实上,在定理1中令r0=r1=…=rℓ-1,则f(x)为r阶分圆映射,即等价于形如xrh(xs)的多项式,

进而有推论1.

推论1 设f(x)=xrh(xs)∈Fq[x],其中s=
q-1
ℓ .则f(x)是Fq 上的对合当且仅当

(1)r2 ≡1(mods);
(2){φ(i)=indγ(h(ζi))+ir(modℓ)|i=0,1,…,ℓ-1}=Zℓ;
(3)对任意i=0,1,…,ℓ-1,h(ζφ(i))=h(ζi)-rγi(1-r2),其中ζ=γs.
证明 在定理1中,对 ∀i=0,1,…,ℓ-1,Ai=h(ζi),ri=r.且由定理1中的(3)可知r≡r-1(mods),

也就是说,r2 ≡1(mods).此外,由定理1中的(2)可直接得到本推论的(2).最后,假设r2+st=1,即ti=t,
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则ζ
iti =(γs)it=γi(1-r2).所以定理1中的(4)等价于对任意i=0,1,…,ℓ-1,h(ζφ(i))=h(ζi)-rγi(1-r2).
对于定理2中的(2),记z=ζi ∈μℓ,则

ϕ(z)=ϕ(ζi)=γi(r2-1)(h􀳱g)(ζi)h(ζi)r =γi(r2-1)h(ζirh(ζi)s)h(ζi)r =γi(r2-1)h(ζφ(i))h(ζi)r =1,
也就是推论1中的(3).此外,由推论1中的(3)不仅可以得到{φ(i)=indγ(h(ζi))+ir(modℓ)|i=0,1,…,

ℓ-1}=Zℓ,而且可以推导出φ(i)=indγ(h(ζi))+ir(modℓ)是Zℓ 上的对合.由φ(i)=indγ(h(ζi))+
ir(modℓ)可知,存在整数1⩽ei ⩽s使得

h(ζi)=γℓei+φ(i)-ir. (1)

并且由推论1中的(3)可知h(ζφ(i))=h(ζi)-rγi(1-r2)
=γ-ℓrei-φ(i)r+i.此外,在等式(1)中用φ(i)代替i可得

h(ζφ(i))=γℓeφ(i)+φ
(φ(i))-φ(i)r.所以,对任意i=0,1,…,ℓ-1有

ℓeφ(i)+ℓrei+φ(φ(i))-i≡0(modq-1). (2)
因为|φ(φ(i))-i|<ℓ和ℓ|(φ(φ(i))-i),所以对任意i=0,1,…,ℓ-1,φ(φ(i))=i.

命题1 令f(x)=xrh(xs),其中s=
q-1
ℓ .如果f(x)是Fq 上的对合,则φ(i)=indγ(h(ζi))+

ir(modℓ)是Zℓ 上的对合.
进而,方程组(2)变为

eφ(i)+rei ≡0(mods) (3)
其中i=0,1,…,ℓ-1.

由文献[9]中定理2.5可知,假设r,φ(i),ei 皆给定并且f(x)=xrh(xs)是Fq 上的对合,则h(x)=
bℓ-1xℓ-1+bℓ-2xℓ-2+…+b1x+b0 的系数可由以下方程组确定:

h(1)=bℓ-1+bℓ-2+…+b1+b0=γℓe0+φ(0),

h(ζ)=bℓ-1ζℓ-1+bℓ-2ζℓ-2+…+b1ζ+b0=γℓe1+φ(1)-r,

      ︙

h(ζl-1)=bℓ-1ζ
(ℓ-1)(ℓ-1)+bℓ-2ζ

(ℓ-1)(ℓ-2)+…+b1ζℓ-1+b0=γℓeℓ-1+φ(ℓ-1)-(ℓ-1)r,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

也就是,

AX=R, (4)
其中

A=

1 1 … 1 1

ζℓ-1 ζℓ-2 … ζ 1
︙ ︙ ︙ ︙

ζ
(ℓ-1)(ℓ-1) ζ

(ℓ-1)(ℓ-2) … ζℓ-1 1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,X=

bℓ-1

bℓ-2

︙

b1
b0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

,R=

γℓe0+φ(0)

γℓe1+φ(1)-r

︙

γℓeℓ-1+φ(ℓ-1)-(ℓ-1)r

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

  显然,A 是范德蒙德矩阵,是可逆的.即X=A-1R 是AX=R 的唯一解.所以,想要构造有限域Fq 上形如

xrh(xs)的对合,只需确定r,φ(i),ei 的值即可.首先不妨假设1⩽r⩽s.其原因在于,如果r>s,r=r1+s,

其中r1 ⩾1,则f(x)=xrh(xs)=xr1+s(bℓ-1x(ℓ-1)s +…+b1xs +b0)=xr1(bℓ-2x(ℓ-1)s +… +b0xs +

bℓ-1)=x
r1h1(xs).也就是说,f(x)=xrh(xs)=xr1h1(xs).所以r满足1⩽r⩽s,并且r2≡1(mods);其

次φ(i)是Zℓ 上的对合;最后只需在r,φ(i)给定的条件下,计算方程组(3)的解即可.
上述构造有限域Fq 上形如xrh(xs)对合的方法与文献[9]中定理2.5类似.利用该方法,郑大彬等[9]构

造了Fq 上xrh(xs)的对合,其中3|q-1和s=
q-1
3 .本节对该方法进行改进,主要在于对方程组(3)进行

更深层次的分析.事实上,利用对称群中的共轭关系和分块矩阵的思想可以对方程组(3)进行化简并求解,在
此基础上,可以计算出有限域Fq 上指标为ℓ,常数为0的对合的个数.

首先回顾对称群与共轭关系的基本概念和结论[10].记Sℓ 为Zℓ 上的对称群,若置换σ∈Sℓ 把t个不同元
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素ai1
,ai2
,…,ait

分别映成ai2
,ai3
,…,ait

,ai1
,则称此为一个长为t的轮换,并且记为(ai1

ai2
…ait

),特别

地,长为2的轮换又称为对换.显然,每个置换均可写成一些轮换的乘积,并且不同轮换中没有公共元素.如果

其中长为r的轮换共有λr 个(1⩽r⩽ℓ),则称此置换的型为1
λ12

λ2…ℓλℓ,并且Sℓ 中型为1
λ12

λ2…ℓλℓ 的置换

共有 ℓ!

∏
ℓ

i=1
λi!i

λi
个.记Lℓ 为Zℓ 上所有对合组成的集合.显然,对任意φ ∈Lℓ,其型为1

λ12
λ2,其中λ1+

2λ2=ℓ.设σ和σ'是Sℓ 中的两个置换.如果存在τ∈Sℓ,使得σ'=τστ-1,则称σ和σ'是共轭的,记为σ~σ'.
显然,共轭关系 ~ 是Lℓ 中的一个等价关系.

引理2 设􀭾Lℓ =Lℓ/~.则|􀭾Lℓ|=􀎥
ℓ
2
􀎡+1,其中􀎥x􀎡=max{n∈Z|n⩽x}.

证明 对任意φ ∈Lℓ,假设φ 的型为1
λ12

λ2,其中λ1+2λ2=ℓ.则λ2有(􀎥ℓ
2
􀎡+1)种选择,即0到􀎥ℓ

2
􀎡.

又因为任意两个置换σ,σ'∈Zℓ 是共轭的当且仅当它们具有相同的型[10],所以,|􀭾Lℓ|=􀎥
ℓ
2
􀎡+1.

对任意φ∈Lℓ,假设其型为1
λ12

λ2,其中λ1+2λ2=ℓ,则φ 共轭等价于􀭵φ=(λ1(λ1+1))((λ1+2)(λ1+

3))…((ℓ-2)(ℓ-1)),称􀭵φ 是型为1
λ12

λ2 的标准对合.所以􀭾Lℓ 可以看成Lℓ 中所有标准对合组成的集合.将

􀭵φ 代入方程组(3),并将方程组写成矩阵形式,得到

MX=T, (5)
其中

M =

(r+1)Iλ1

M2,1

⋱
M2,λ2

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

,

Iλ1
是λ1 阶单位矩阵,对任意1⩽i⩽λ2,

M2,i=
r 1
1 r
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,X=

Xλ1

X2,1

︙

X2,λ2

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

,T=

Tλ1

T2,1

︙

T2,λ2

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

,Xλ1
=

e0
e1
︙

eλ1-1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

X2,i=
eλ1+2i-2

eλ1+2i-1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
,Tλ1

=

st0
st1
︙

stλ1-1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,T2,i=
stλ1+2i-2

stλ1+2i-1

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
,

其中1⩽i⩽λ2,并且对任意0⩽j⩽ℓ-1,tj 为整数,1⩽ej⩽s.不妨记M2,i=M2,X2,i=X2 和T2,i=T2.
  所以为计算方程组MX=T,只需计算两个子方程组(r+1)Iλ1

Xλ1
=Tλ1

和M2X2=T2.

对子方程组 (r+1)Iλ1
Xλ1

=Tλ1
,因为1⩽r⩽s,所以r+1≠0,进而(r+1)Iλ1

Xλ1
=Tλ1

的解为(e0,

e1,…,eλ1-1
)=(

st0
r+1

,st1
r+1

,…,
stλ1-1

r+1
),其中t0,t1,…,tλ1-1

为整数.结合对任意0⩽i⩽λ1-1,1⩽ei⩽s,

可知1⩽ti⩽r+1.又因为ei=
sti

r+1∈
Z,所以ti=

ji(r+1)
gcd(s,r+1)

,其中1⩽ji⩽gcd(s,r+1).进一步,对

任意0⩽i⩽λ1-1,ei=
jis

gcd(s,r+1)
,其中1⩽ji⩽gcd(s,r+1).所以(r+1)Iλ1

Xλ1
=Tλ1

一共有gcd(s,
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r+1)
λ1 个解,并且所有的解为(e0,e1,…,eλ1-1

)=(
j0s

gcd(s,r+1)
, j1s
gcd(s,r+1)

,…,
jλ1-1

s

gcd(s,r+1)
),其中

1⩽ji ⩽gcd(s,r+1).
引理 3 方 程 组 (1+r)ei ≡0(mods),其 中i=0,1,…,λ1 -1,的 解 为(e0,e1,…,eλ1-1

)=

( j0s
gcd(s,r+1)

, j1s
gcd(s,r+1)

,…,
jλ1-1

s

gcd(s,r+1)
),其中1⩽ji ⩽gcd(s,r+1)和0⩽i⩽λ1-1.

对于方程组M2X2=T2,为方便起见,将该方程组记为

M2X=T, (6)

其中M2=
r 1
1 r
æ

è
ç

ö

ø
÷ 和X=

e0
e1
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,T=

st0
st1
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,t0,t1 为整数.

当r=1时,M2=
1 1
1 1
æ

è
ç

ö

ø
÷ .此时,方程组(6)有解当且仅当t0=t1.并且当t0=t1 时,方程(6)的解为(e0,

e1)=(e0,st0-e0).结合ei∈Z 和1⩽e0,e1⩽s,方程(6)的解是(e0,e1)=(e0,(s-e0)(mods)),其中1
⩽e0 ⩽s.需要注意的是,因为1⩽e1 ⩽s,所以本文令0(mods)=s.

当1<r ⩽q -2时,M-1
2 =

1
r2-1

r -1
-1 r

æ

è
ç

ö

ø
÷ .所以方程组(6)的解为(e0,e1)=(

s(rt0-t1)
r2-1

,

s(rt1-t0)
r2-1

).又因为t1=rt0-
r2-1

s e0∈Z,所以e0 可以是1到s的任意整数.进一步可得,e1=st0-re0=

-re0(mods).所以,方程组M2X=T 的解为(e0,e1)=(e0,-re0(mods)),其中1⩽e0 ⩽s.
结合上述两种情况,有以下结论.
引理4 方程组

e0+re1 ≡0(mods),

re0+e1 ≡0(mods){ (7)

的解为 (e0,e1)=(e0,-re0(mods)),其中1⩽e0 ⩽s.
本节主要对文献[9]中提出的构造Fq 上形如xrh(xs)的对合方法进行更深层次的分析,主要贡献在于

利用对称群中的共轭关系和分块矩阵的思想,对方程组(3)进行求解.最终得到了算法1.算法1主要是针对φ
是标准对合的情况.事实上,对于某个标准对合􀭵φ,Lφ∶={τ􀭵φτ-1|τ∈Lℓ}是所有与􀭵φ 同型的对合.想要得到

Fq 上所有形如xrh(xs)的对合,只需将Lφ 输入到算法1中即可,其中􀭵φ 跑遍􀭾Lℓ.
算法1 构造Fq 上形如xrh(xs)的对合

1:输入q,Fq 的本原元γ,ℓ|q-1,s=
q-1
s
,ζ=γs,Rs ={1⩽r⩽s|r2 ≡1(mods)},􀭾Lℓ

2:forrinRsdo
3: d∶=gcd(s,r+1)

4: forφin􀭾Lℓdo
5:  记λ 为φ 中对换的个数

6: forj0in[1..d]do
7:  …

8:  forjℓ-2λ-1in[1..d]do
9:   foreℓ-2λin[1..s]do
10:   foreℓ-2λ+2in[1..s]do
11:    …

12:    foreℓ-2in[1..s]do
13:     (e0,…,eℓ-2λ-1,eℓ-2λ,eℓ-2λ+1,…,eℓ-1)=
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         (j0
s

d
,…,jℓ-2λ-1s

d
,eℓ-2λ,(-reℓ-2λ)(mods),…,(-reℓ-2)(mods))

14:     

bℓ-1

bℓ-2

︙

b1
b0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

=
1
n

1 ζ … ζℓ-2 ζℓ-1

1 ζ2 … ζ2(ℓ-2) ζ2(ℓ-1)

︙ ︙ ︙ ︙

1 ζℓ-1 … ζ
(ℓ-1)(ℓ-2) ζ

(ℓ-1)(ℓ-1)

1 1 … 1 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

γℓe0+φ(0)

γℓe1+φ(1)-r

︙

γℓeℓ-1+φ(ℓ-1)-(ℓ-1)r

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

15:     输出f(x)=xr(bℓ-1x(ℓ-1)s +bℓ-2x(ℓ-2)s +…+b1xs +b0)

16:    endfor
17:    …

18:   endfor
19:   endfor
20:  endfor
21:  endfor
22: endfor
23: endfor
24:endfor
有限域Fq 上对合f(x)的不动点是指Fq 中满足f(x)=x 的元素.对合的不动点数量多少决定对合的

好坏,分组密码算法设计一般要求其中的对合只具有少量的不动点,甚至没有不动点.对于Fq 上形如f(x)=
xrh(xs)的对合,显然x=0是方程f(x)=x 的一个解;此外,对任意x ∈F*

q ,存在整数i使得x=γi,此

时方程f(x)=x 等价于γrih(ζi)=γi,将等式(1),即h(ζi)=γℓei+φ(i)-ir 代入可得ℓei+φ(i)≡i(modq-
1).显然,当φ(i)≠i时,方程ℓei+φ(i)≡i(modq-1)没有解.也就是说,f(x)没有非零的不动点.所以,
如果想利用算法1构造只具有少量不动点、形如xrh(xs)的对合,应该选择Zℓ 上不动点少的对合φ 作为算

法1的输入.

3 任意指标对合的计数

上一节在文献[9]的基础上,利用对称群中共轭关系和分块矩阵的思想,给出了一种构造Fq 上形如

xrh(xs)对合更具体的方法,详见算法1.本节利用算法1,计算Fq 上指标为ℓ,常数为0的对合个数.首先给出

Fq 上形如xrh(xs)的对合个数.

定理3 设ℓ|q-1,s=
q-1
ℓ
,f(x)=xrh(xs),其中h(x)=bℓ-1xℓ-1+bℓ-2xℓ-2+…+b1x+b0,

Rs∶={1⩽r⩽s|r2 ≡1(mods)}.则Fq 上形如f(x)=xrh(xs)的对合的个数为

Nℓ,Rs
=∑

r∈Rs
∑
􀎥ℓ
2
􀎡

λ=0

ℓ!
(ℓ-2λ)!λ! 2λ ×gcd(s,r+1)ℓ-2λ ×sλ. (8)

  证明 由以上分析可知,f(x)=xrh(xs)是Fq 上的对合当且仅当r∈Rs 和(bℓ-1,bℓ-2,…,b1,b0)是方

程组(4)的解.进一步由方程组(4)解的唯一性可知不同的(e0,e1,…,eℓ-1)和φ(Zℓ 上的对合)可得到不同的

(bℓ-1,bℓ-2,…,b1,b0),所以Fq 上形如f(x)的对合个数等于(r,φ,e0,…,eℓ-1)的个数.

下面假设r∈Rs 给定,由引理2可知,相互不共轭的对合φ ∈Sℓ 有􀎥ℓ
2
􀎡+1种可能性,即它们的型为

1ℓ-2λ2λ,其中λ=0,1,…,􀎥
ℓ
2
􀎡.假设λ给定,则对每个型为1ℓ-2λ2λ 的对合φ,由引理3和引理4可知,方程组

(5)解的个数是gcd(s,r+1)ℓ-2λ ×sλ.另外,型为1ℓ-2λ2λ 的对合一共有 ℓ!
(ℓ-2λ)!λ! 2λ 个,所以Fq 上形如
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f(x)的对合的个数为

∑
r∈Rs
∑
􀎥ℓ
2
􀎡

λ=0

ℓ!
(ℓ-2λ)!λ! 2λ ×gcd(s,r+1)ℓ-2λ ×sλ.

证毕.
下面给出Fq 上指标为ℓ,形如f(x)=xrh(xs)的对合个数,也就是Fq 上指标为ℓ,常数项为0的多项式

对合的个数.由多项式指标的定义可知,形如f(x)=xrh(xs)的多项式指标不一定为ℓ=
q-1
s
,但肯定是ℓ

的因子.假设Rs ={1⩽r⩽s|r2 ≡1(mods)}和Rs,s1
={1⩽r⩽s|r2 ≡1(mods1)},其中s|s1.显然

Rs,s1
⊆Rs1

,特别地,如果s1=s,则Rs,s1
=Rs.再设ℓ1为ℓ的任一因子,s=

q-1
ℓ

和s1=
q-1
ℓ1

,令Fℓ,Rs
表示Fq

上所有形如xrh(xs)的对合组成的集合,Gℓ1,Rs,s1
表示Fℓ,Rs

中指标为ℓ1的对合,需要注意的是,Gℓ1,Rs,s1
中不包

含单项式.特别地,当ℓ1=ℓ,Gℓ1,Rs,s1
简记为Gℓ,Rs

,并且最终需要计算的是|Gℓ,Rs
|.令Mℓ 表示Fℓ,Rs

中的单项式

对合,Mℓ,ℓ1
表示 Mℓ 中形如xrh(xs1)的单项式对合.关于 Mℓ 和 Mℓ,ℓ1

,有以下结果.

命题2 设q-1=ℓs,ℓ1|ℓ,s1=
q-1
ℓ .则Mℓ= {bxr+is|0⩽i⩽ℓ-1,1⩽r⩽s,br+is+1=1,(r+is)2≡

1(modq-1)},Mℓ,ℓ1
={bx

r+is1|0⩽i⩽ℓ1-1,1⩽r⩽s,b
r+is1+1=1,(r+is1)2≡1(modq-1)}.记Mℓ =

|Mℓ|和Mℓ,ℓ1
=|Mℓ,ℓ1

|,则

Mℓ = ∑
(r,i)∈Ts

gcd(r+is+1,q-1), (9)

Mℓ,ℓ1
= ∑
(r,i)∈Ts,s1

gcd(r+is1+1,q-1), (10)

其中Ts∶={(r,i)|1⩽r⩽s,0⩽i⩽ℓ-1,(r+is)2 ≡1(modq-1)}和Ts,s1
∶={(r,i)|1⩽r⩽s,

0⩽i⩽ℓ1-1,(r+is1)2 ≡1(modq-1)}.
证明 因为 Mℓ 是形如xrh(xs)的单项式对合组成的集合,所以Mℓ∶={bxr+is|1⩽r⩽s,0⩽i⩽ℓ且

bxr+is 是对合}.又因为bxr+is 是Fq 上的对合当且仅当br+is+1x
(r+is)2

=x,也就是br+is+1=1且(r+is)2≡1(mod
q-1).所以 Mℓ ={bxr+is|0⩽i⩽ℓ-1,1⩽r⩽s,br+is+1=1,(r+is)2 ≡1(modq-1)},同理可得 =
{bxr+is1|0⩽i⩽ℓ1-1,1⩽r⩽s,br+is1+1=1,(r+is1)2≡1(modq-1)}.由Mℓ 和Mℓ,ℓ1

的表达式易得Mℓ

和Mℓ,ℓ1
.

由Fℓ,Rs
,Mℓ 和Gℓ1,Rs,s1

的含义,易得

Fℓ,Rs
=Mℓ ∪

ℓ1跑遍ℓ的因子
Gℓ1,Rs,s1

. (11)

假设Fℓ1,Rs,s1
是Fq 上所有形如xrh(xs1)的对合组成的集合,其中1⩽r⩽s.则由定理3可知,|Fℓ,Rs

|=Nℓ,Rs

和|Fℓ1,Rs,s1
|=Nℓ1,Rs,s1

,其中

Nℓ1,Rs,s1
= ∑

r∈Rs,s1

∑
􀎥ℓ1
2
􀎡

λ=0

ℓ1!
(ℓ1-2λ)!λ! 2λ ×gcd(s1,r+1)

ℓ1-2λ ×sλ
1. (12)

Fℓ,Rs
和Fℓ1,Rs,s1

有以下性质.

命题3 设ℓ=ℓ1ℓ2,ℓ=gcd(ℓ1,ℓ2),s=
q-1
ℓ
,s1=

q-1
ℓ1

,s2=
q-1
ℓ2

和􀭰s=
q-1
ℓ

.令Fℓ,Rs
,Fℓ1,Rs,s1

定义

如上.则(1)Fℓ,Rs
∩Fℓ1,Rs1

=Fℓ1,Rs,s1
;(2)Fℓ,Rs

∩Fℓ2,Rs2
=Fℓ2,Rs,s2

;(3)Fℓ1,Rs,s1
∩Fℓ2,Rs,s2

=Fℓ,Rs,􀭰s
.

证明 对任意f1(x)∈Fℓ,Rs
∩Fℓ1,Rs1

,由f1(x)∈Fℓ1,Rs1
可知,存在1⩽r1⩽s1,r12≡1(mods1)和
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b'ℓ1-1
,…,b'1,b'0∈Fq 使得f1(x)=xr1(b'ℓ1-1

x
(ℓ1-1)s1+b'ℓ1-2

x
(ℓ1-2)s1+…+b'1x

s1+b'0).又因f1(x)∈

Fℓ,Rs
,所以1⩽r1 ⩽s,并且

f1(x)=xr1(b'ℓ1-1
x
(ℓ1-1)ℓ2s +b'ℓ1-2

x
(ℓ1-2)ℓ2s +…+b'1x

ℓ2s +b'0)∈Fℓ,Rs
.

进而Fℓ,Rs
∩Fℓ1,Rs1

=Fℓ1,Rs,s1
.类似地,可以证明Fℓ,Rs

∩Fℓ2,Rs2
=Fℓ2,Rs,s2

.

下面说明Fℓ1,Rs,s1
∩Fℓ2,Rs,s2

=Fℓ,Rs,􀭰s
.一方面,由ℓ|ℓ1 和d|ℓ2 可知Fℓ,Rs,􀭰s

⊆Fℓ1,Rs,s1
和Fℓ,Rs,􀭰s

⊆Fℓ2,Rs,s2
,

所以Fℓ,Rs,􀭰s
⊆Fℓ1,Rs,s1

∩Fℓ2,Rs,s2
.另一方面,令f(x)∈Fℓ1,Rs,s1

∩Fℓ2,Rs,s2
.则存在1⩽r⩽s和b'ℓ1-1

,…,b'1,

b'0,b″ℓ2-1
,…,b″1,b″0 ∈Fq 使得

f(x)=xr(b'ℓ1-1
x
(ℓ1-1)s1 +b'ℓ1-2

x
(ℓ1-2)s1 +…+b'1x

s1 +b'0)∈Fℓ1,Rs,s1

和

f(x)=xr(b″ℓ2-1
x
(ℓ2-1)s2 +b″ℓ2-2

x
(ℓ2-2)s2 +…+b″1x

s2 +b″0)∈Fℓ2,Rs,s2
.

令ℓ1=ℓℓ'1 和ℓ2=ℓℓ'2,则gcd(ℓ'1,ℓ'2)=1.进一步,s1=
q-1
ℓ1 =

q-1
ℓℓ'1

=􀭰
s
ℓ'1

和s2=􀭰
s
ℓ'2

.通过比较f(x)的系

数可知,对于某些满足b'ℓ1-i
≠0的i,存在j使得b″ℓ2-j

≠0并且满足 (ℓ1-i)s1=(ℓ2-j)s2.也就是说,

(ℓ1-i)ℓ'2=(ℓ2-j)ℓ'1.所以iℓ'2=jℓ'1.因为gcd(ℓ'1,ℓ'2)=1,所以存在ℓ'使得i=ℓ'1ℓ'和j=ℓ'2ℓ'.所以,

f(x)任意指数形如(ℓ1-ℓ'1ℓ')s1=(ℓ-ℓ')􀭰s,也就是说,f(x)∈Fℓ,Rs,􀭰s
.

综上所述,Fℓ1,Rs,s1
∩Fℓ2,Rs,s2

=Fℓ,Rs,􀭰s
.

由等式(11)可知,为计算Fq 上指标为ℓ,常数项为0的对合的个数,只需去掉Fℓ,Rs
中的单项式对合以及

指标为ℓ的因子(≠ℓ)的对合即可.

定理4 令ℓ=p
n1
1p

n2
2
…p

nm
m |q-1,其中p1,…,pm 是不同的素数,n1⩾n2⩾ … ⩾nm,s=

q-1
ℓ
,对

任意1⩽i⩽m,si=p
ni
is.则Fq 上指标为ℓ,常数项为0的多项式对合的个数为

Nℓ,Rs
-Mℓ -∑

m

k=1

(-1)k+1( ∑
1⩽i1<…<ik⩽m

(Nℓ,Rs,􀭰s
-Mℓ,ℓ)),

其中ℓ=gcd(
ℓ
pi1

,…,ℓ
pik

),􀭰s=
q-1
ℓ
,Nℓ,Rs

,Nℓ,Rs,􀭰s
,Mℓ 和Mℓ,ℓ 分别定义如(8)、(12)、(9)和(10)式.

证明 由等式(11)可知,只需从Fℓ,Rs
中去掉单项式对合以及所有指标为ℓ1 的对合即可,其中ℓ1≠ℓ跑

遍ℓ的因子.而所有指标为ℓ1的对合即为所有形如xrh(xs1)的非单项式对合,其中s1=
q-1
ℓ1

.显然,ℓ所有非

ℓ的因子可以是ℓ􀮨 的全部因子,其中ℓ􀮨 ∈ {
ℓ
p1
,ℓ
p2
,…,ℓ

pm
}.令Ai=Fℓ

pi
,Rs,pis
\Mℓ,ℓpi

,1⩽i⩽m.则Fℓ,Rs
中所有

形如xrh(xs1)的非单项式对合为∪m
i=1Ai,其中s1=

q-1
ℓ1

,ℓ1≠ℓ跑遍ℓ的因子.由容斥原理可知,对有限集

合A1,…,Am,有|∪
m

i=1
Ai|=∑

m

k=1

(-1)k+1( ∑
1⩽i1<…<ik⩽m

|Ai1
∩ … ∩Aik

|).

  由命题3可知,对任意1⩽i1 <i2 < … <ik ⩽m,

|Ai1
∩Ai2

∩ … ∩Aik
|=|Fℓ,Rs,􀭰s

|-|Mℓ,ℓ|,

其中ℓ=gcd(
ℓ
pi1

,…,ℓ
pik

)和􀭰s=
q-1
ℓ

.

所以,Fq 上指标为ℓ,常数项为0的多项式对合的个数是

|Fℓ,Rs
|-|Mℓ|-|∪

m

i=1
Ai|=|Fℓ,Rs

|-Mℓ -∑
m

k=1

(-1)k+1( ∑
1⩽i1<…<ik⩽m

(|Fℓ,Rs,􀭰s
|-Mℓ,ℓ))=
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Nℓ,Rs
-Mℓ -∑

m

k=1

(-1)k+1( ∑
1⩽i1<…<ik⩽m

(Nℓ,Rs,􀭰s
-Mℓ,ℓ)).

  例1 为检验定理4的正确性,首先利用Magma直接搜索得到F25上指标为2,3,4,6对合的个数,发现

与定理4计算得到的理论值一致.其次,利用定理4可以计算出F25上指标为8,12对合的个数.详见表1.在表

1中,利用Magma直接搜索F25上指标为8,12对合的个数分别需要至少穷尽258≈237和2512≈256个循环,
所以表1没有列出其实验值.

4 分圆映射对合的分类

  上一节结合算法1和容斥原理,给
出了有限域Fq 上任意指标、常数为0的

对合个数.考虑到对合构造目前已有较

多结果,根据指标对其进行分类显得尤

为重要.这不仅可以对已有结果进行梳

理,避免后来研究者重复构造;而且便于

考虑不同指标对合的密码学性质,为进

一步应用提供有效指导.本节根据指标

大小,对分圆映射对合进行分类,其中包

括已有结果,以及利用算法1和对合定

义得到的新结果.

表1 F25中任意指标对合的个数

Tab.1 ThenumberofinvolutionswithanyfixedindexoverF25

q ℓ
|Gℓ,Rs

|

理论值 实验值

25 2 184 184

25 3 912 912

25 4 2856 2856

25 6 36532 36532

25 8 352956 -

25 12 30705312 -

4.1 低指标对合

本节主要利用算法1给出低指标对合(ℓ=2和3)的完全刻画.事实上,郑大彬等[9]利用定理2,给出了

xrh(x
q-1
2 )对合性质的完全刻画.此时因为ℓ=2是素数,所以此类对合也是Fq 上指标为2,常数项为0对合

的完全刻画.

定理5[9](命题3.1) 设q是奇素数幂,a,b∈Fq 且a≠b,f(x)=
a-b
2 x

q-1
2 +r

+
a+b
2 xr.则f(x)是Fq 上

的对合当且仅当

(1)r2 ≡1mod
q-1
2

;

(2)a-b
2 a

q-1
2 +r

+
a+b
2 ar =1和(-1)r

a-b
2 b

q-1
2 +r

+
a+b
2 br =(-1)

2(r2-1)
q-1 .

下面利用算法1,给出更具体的刻画.

定理6 设2|q-1,f(x)=xrh(xs),其中s=
q-1
2

和h(x)=b1x+b0∈Fq[x].则f(x)是Fq 上

的对合当且仅当

b1=
1
2
(γ2e0+φ(0)-γ2e1+φ(1)-r),

b0=
1
2
(γ2e0+φ(0)+γ2e1+φ(1)-r),

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

其中r2 ≡1(mods),φ,(e0,e1)满足下述条件之一:

(1)当φ=id时,(e0,e1)=(
j0s

gcd(s,r+1)
, j1s
gcd(s,r+1)

),其中1⩽j0,j1 ⩽gcd(s,r+1).

(2)当φ=(01)时,(e0,e1)=(e0,-re0(mods)),其中1⩽e0 ⩽s.
证明 假定φ 已经给定并且已经计算得到ei,则由方程(4)可得AX=R,其中
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A=
1 1
-1 1

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,X=

b1
b0
æ

è
ç

ö

ø
÷ 和R=

γ2e0+φ(0)

γ2e1+φ(1)-r

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ,显然A-1=
1
2
1 -1
1 1
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

进一步,

X=
b1
b0
æ

è
ç

ö

ø
÷=A-1R=

1
2
1 -1
1 1
æ

è
ç

ö

ø
÷

γ2e0+φ(0)

γ2e1+φ(1)-r

æ

è

çç

ö

ø

÷÷=
1
2

γ2e0+φ(0)-γ2e1+φ(1)-r

γ2e0+φ(0)+γ2e1+φ(1)-r

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ .

下面主要考虑φ 和(e0,e1).
情况(1) φ=id.此时,方程组(2)变为

e0+re0 ≡0(mods),

e1+re1 ≡0(mods),{ (13)

由引理3可知,方程(13)的解为 (e0,e1)=(
j0s

gcd(s,r+1)
, j1s
gcd(s,r+1)

),其中1⩽ji ⩽gcd(s,r+1).

情况(2) φ=(01).此时,方程组(2)变为

e0+re1 ≡0(mods),

re0+e1 ≡0(mods),{ (14)

由引理4可知,方程(14)的解为 (e0,e1)=(e0,-re0(mods)),其中1⩽e0 ⩽s.
综上所述,此定理成立.
对于指标为3,常数项为0的对合,文献[9]也给出了相应的充分必要条件.但因为文献[9]没有得到方程

组(3)解的具体表达式,所以利用本文的算法1可以得到更加确切的结果.

定理7 设3|q-1,f(x)=xrh(xs),其中s=
q-1
3

和h(x)=b2x2+b1x+b0∈Fq[x].则f(x)是

Fq 上的对合当且仅当

b2=
1
3
(γ3e0+φ(0)+γ3e1+φ(1)-r+s

+γ3e2+φ(2)-2r+2s),

b1=
1
3
(γ3e0+φ(0)+γ3e1+φ(1)-r+2s

+γ3e2+φ(2)-2r+s),

b0=
1
3
(γ3e0+φ(0)+γ3e1+φ(1)-r +γ3e2+φ(2)-2r),

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

其中r2 ≡1(mods),φ,(e0,e1,e2)满足下述条件之一:

(1)当φ =id时,(e0,e1,e2)= j0s
gcd(s,r+1)

, j1s
gcd(s,r+1)

, j2s
gcd(s,r+1)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,其中1⩽j0,j1,j2 ⩽

gcd(s,r+1).

(2)当φ=(12)时,(e0,e1,e2)= j0s
gcd(s,r+1)

,e1,-re1(mods)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,其中1⩽j0 ⩽gcd(s,r+1)和

1⩽e1 ⩽s.

(3)当φ=(01)时,(e0,e1,e2)= e0,-re0(mods),
j2s

gcd(s,r+1)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,其中1⩽j2 ⩽gcd(s,r+1)和

1⩽e0 ⩽s.

(4)当φ=(02)时,(e0,e1,e2)= e0,
j1s

gcd(s,r+1)
,-re0(mods)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,其中1⩽j1 ⩽gcd(s,r+1)和

1⩽e0 ⩽s.
证明 与定理6的证明类似,首先假定φ 已经给定并且已经计算得到ei ,则由方程(4)可得AX =R,

其中

A=
1 1 1

ζ2 ζ 1

ζ ζ2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,X=

b2
b1
b0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,R=

γ3e0+φ(0)

γ3e1+φ(1)-r

γ3e2+φ(2)-2r

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,显然,A-1=
1
3

1 ζ ζ2

1 ζ2 ζ
1 1 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.
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进一步,

X=
b2
b1
b0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=A-1R=

1
3

1 ζ ζ2

1 ζ2 ζ
1 1 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

γ3e0+φ(0)

γ3e1+φ(1)-r

γ3e2+φ(2)-2r

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
=
1
3

γ3e0+φ(0)+γ3e1+φ(1)-r+s
+γ3e2+φ(2)-2r+2s

γ3e0+φ(0)+γ3e1+φ(1)-r+2s
+γ3e2+φ(2)-2r+s

γ3e0+φ(0)+γ3e1+φ(1)-r +γ3e2+φ(2)-2r

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
.

  下面考虑φ 和(e0,e1,e2).由引理2,只需考虑􀎥ℓ
2
􀎡+1=2种情况,也就是,φ=id和φ=(12).事实上,

情况φ=(01)和φ=(02)皆与φ=(12)共轭.
情况(1) φ=id.此时,方程组(2)变为

e0+re0 ≡0(mods),

e1+re1 ≡0(mods),

e2+re2 ≡0(mods),

ì

î

í

ï
ï

ïï

(15)

  由引理3可知,方程组(15)的解为

(e0,e1,e2)= j0s
gcd(s,r+1)

, j1s
gcd(s,r+1)

, j2s
gcd(s,r+1)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

其中1⩽ji ⩽gcd(s,r+1).
情况(2) φ=(12).此时,方程组(2)变为

e0+re0 ≡0(mods),

re1+e2 ≡0(mods),

e1+re2 ≡0(mods),

ì

î

í

ï
ï

ïï

(16)

也就是,

MX=T, (17)

其中M =
r+1 0 0
0 r 1
0 1 r

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,X=

e0
e1
e2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,T=

st0
st1
st2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

  由引理3和引理4可知,方程组(17)的解是 (e0,e1,e2)=(
j0s

gcd(s,r+1)
,e1,-re1(mods)),其中1⩽

j0 ⩽gcd(s,r+1)和1⩽e1 ⩽s.
至于情况φ=(01)和φ=(02),可以参考情况(2)直接写出结果.当φ=(01)时,

(e0,e1,e2)=(e0,-re0(mods),
j2s

gcd(s,r+1)
),

其中1⩽j2 ⩽gcd(s,r+1)和1⩽e0 ⩽s.当φ=(02)时,

(e0,e1,e2)=(e0,
j1s

gcd(s,r+1)
,-re0(mods)),

其中1⩽j1 ⩽gcd(s,r+1)和1⩽e0 ⩽s.
综上所述,此定理成立.

4.2 其他指标对合

上一节利用算法1给出了Fq 上形如xrh(x
q-1
2 )和xrh(x

q-1
3 )对合性质的完全刻画.显然,利用算法1可

以高效地刻画出指标较小的对合.对于其他指标情形,需要考虑利用其他方法构造对合.下面首先对已有结

果进行总结.
设q-1=ℓs,f(x)=xrh(xs)∈Fq[x]和g(x)=xrh(x)s.郑大彬等在文献[9]推论2.3中证明如果

f(x)是Fq 上的对合,则g(x)是μℓ 上的对合.反过来,从μℓ 上的对合出发,结合定理2,可以构造Fq 上形

如xrh(xs)的对合.在文献[9]中,郑大彬等从μℓ 上的对合单项式g(x)=xr,g(x)=x-1和g(x)=x 出发

构造三类Fq 上形如xrh(xs)的对合.具体构造如下.
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(1)令r≡-1(modq-1),h(x)∈Fq2
[x]满足对任意β∈μq+1,有β

r2-1
q-1h(βr)=h(β)∈Fq 并且h(β)≠0,

则f(x)=xrh(xq-1)是Fq2
上的对合[9](定理4.1).此时,g(x)=xrh(x)q-1=xr.

(2)令ℓ|gcd(q-1,m),s=
qm -1

ℓ
,r≡-1(mods),e≡

r2-1
s

(modℓ)且0⩽e⩽d-1.令h(x)=

∑0⩽i⩽ℓhixi ∈Fq[x]满足对任意0⩽i⩽e,he-i=hi 和对任意e+1⩽i⩽ℓ-1,hℓ+e-i=hi.并且h(x)

在μℓ 上无根,则f(x)=xrh(xs)是Fqm 上的对合[9](定理4.4).此时,g(x)=xrh(x)s =x-1.
(3)令r≡-1(modq-1),d≡r-1(modq+1),h(x)∈Fq2

[x]满足degh(x)=d,h(0)≠0并且

对 ∀x ∈F*
q2
,(xdh(x-1))q=h(xq),则f(x)=xrh(xq-1)是Fq2

上的对合.此时,g(x)=xrh(x)q-1=x.
  此外,Charpin等学者[11]对F2n

上线性化多项式和Dickson多项式的对合性质进行研究.这两类多项式

对合性质的研究主要依赖于对合的定义,即对合的复合逆等于自身或者自身与自身的复合等于恒等映射.并
且,利用引理1可以计算发现这些对合的指标属于非低指标情形.具体的构造性结果如下.

(1)令f(x)=x2i(bx2i(2m-1)
+a)∈F22m

[x],其中i=0且a2+b2
m+1

=1或m=2i,ab
2i

+a23ib=1且

a2i+1
+b2

3i+1
=0,则f(x)是F22m

上的对合[11](命题3.11).此时f(x)的指标是2m +1.

(2)令f(x)=x+ax2m

+ax23m,其中a∈F*
2m
,则f(x)是F24m

上的对合[11](命题3.14(iii)).此时f(x)的指

标是23m +22m +2m +1.
(3)令f(x)=x+γTrkm/m(x),其中Trkm/m(γ)=0,Trkm/m(·)是F2km

到F2m
的相对迹函数,则f(x)是

F2km
上的对合[11](推论4.7).此时f(x)的指标是∑

k-1

i=02
im.

(4)令Dk =∑
􀎥k/2􀎡

i=0

k
k-i

k-i
i

æ

è
ç

ö

ø
÷xk-2i ∈F2[x],S∶={u|1⩽u⩽2n -2,u2≡1(mod2n -1)},则

Dk 是F2m
上的对合当且仅当(i)若m 是奇数,则k∈S;(ii)若m 是偶数,则k∈S∪2m/2S[11](定理3.5).此时

f(x)的指标是2m -1.
2017年,Xu等[12]利用Charpin等[11]提出的“piecebypiece”构造法,给出了一类4差分对合;同年,Fu

等[13]总结了已有4差分置换是对合的可能性,主要研究方法是对合的定义.由引理1以及这些分段函数的多

项式表达形式可知这些对合都是高指标对合,详见表2.
表2 部分高指标对合已有结果

Tab.2 Someknownresultsofinvolutionswithhighindex

对合 多项式表示 所在域 指标 出处

x-1+1U(x),U = {0,1} x-1+(x2+x)2
n-1+1 F2n 2n -1 [13](表1)

x-1+1U(x),U = {ω,ω2} x-1+(x2+x+1)2
n-1+1 F2n 2n -1 [13](表1)

x-1+1U(x),U = {0,1,ω,ω2} x-1+(x4+x)2
n-1+1 F2n 2n -1 [13](表1)

β(x+1)-1+α,如果x∈F2d

x-1,如果x∈F2n\F2d
{ x-1(x2

d
+x)2

n-1+

(β(x+1)-1+α)((x2
d

+x)2
n-1+1)

F2n 2n -1 [13](表1)

βx-1+α,如果x∈F2d

x-1,如果x∈F2n\F2d
{ x-1(x2

d
+x)2

n-1+

(βx-1+α)((x2
d

+x)2
n-1+1)

F2n 2n -1 [13](表1)

(γx)-1,如果x∈U

x-1,如果x∈F2n\U
{

x-1(∏a∈U
(x-a))2

n-1+

(γx)-1((∏a∈U
(x-a))2

n-1+1)
F2n 2n -1 [13](表1)

(x+1)-1+1,如果x∈U

x-1,如果x∈F2n\U
{

x-1(∏a∈U
(x-a))2

n-1+

((x+1)-1+1)((∏a∈U
(x-a))2

n-1+1)
F2n 2n -1 [12](构造1)

  上面总结了到目前为止已有的非低指标对合的构造结果.由表1可知,给定指标对合的个数随着指标大
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小的增加而增大,也就是说,还存在大量非低指标对合还未发现.下面利用一个置换多项式复合逆结果,得到

一类Fq2
上形如xrh(xq-1)的对合.由对合的定义可知,对于置换多项式f(x)∈Fq[x],如果f-1(x)=

f(x),则f(x)是对合.2018年,文献[14]中提出一种计算Fq 上形如xrh(xs)的置换多项式复合逆的新方

法,并给出了下述结果.
引理5[14](定理3.2) 设s|(q-1),h(x)∈Fq[x]满足对任意ζ∈μ(q-1)/s,h(ζ)s=ζn 成立.假设gcd(r+

n,(q-1)/s)=gcd(r,q-1)=1且r',r″满足(r+n)r'≡1(mod(q-1)/s)和rr″≡1(mod(q-1)).
则f(x)=xrh(xs)置换Fq,并且f(x)在Fq 上的复合逆为f-1(x)=(xq-sh(xsr')s-1)r″xsr'.
  由上述引理,可以得到一类Fq2

上形如xrh(xq-1)的对合.
定理8 设q-1=sℓ,h(x)∈Fq[x]满足对任意ζ∈μℓ,h(ζ)s=ζ2.则f(x)=xq-2h(xs)是Fq 上的

对合.
证明 在引理5中,r=-1,n=2.则r'=1和r″=-1.所以,

f-1(x)=(xq-sh(xs)s-1)-1xs =x2s-1h(xs)x-2s =x-1h(xs)=f(x).

  下面给出定理8中对合的一些具体例子.令f(x)=xq2-2h(xq-1)∈Fq2
[x],其中h(x)=bqxq +

bq-1xq-1+…+b1x+b0.首先确定bi(0⩽i⩽q)使得h(x)满足对任意ζ∈μq+1,h(ζ)q-1=ζn 成立.由

h(ζ)q-1=ζn 可知(bqζq+bq-1ζq-1+…+b1ζ+b0)q=ζn(bqζq+bq-1ζq-1+…+b1ζ+b0).进一步bq
qζ+bq

q-1ζ2

+…+bq
1ζq +bq

0=bq-nζq +bq-n-1ζq-1+…+bq+2-nζ+bq+1-n.所以,
(bq
1-bq-n)ζq +(bq

2-bq-n-1)ζq-1+…+(bq
q -bq+2-n)ζ+bq

0-bq+1-n =0. (18)
因为上述方程对任意ζ∈μq+1 皆成立,所以对任意0⩽i,j⩽q,i+j≡-n (modq+1),有

bq
i =bj.

  引理6 设h(x)=bqxq+bq-1xq-1+…+b1x+b0∈Fq2
[x].则对任意ζ∈μq+1,h(ζ)q-1=ζn 成立当

且仅当bq
i =bj,其中0⩽i,j⩽q,i+j≡-n (modq+1)并且对任意ζ∈μq+1,h(ζ)≠0.

结合引理6和定理8可得

定理9 令f(x)=xq2-2h(xq-1)∈Fq2
[x],其中h(x)=bqxq +bq-1xq-1+…+b1x+b0.并且对任意

ζ∈μq+1,h(ζ)≠0.此外,bq
i=bj 成立,其中0⩽i,j⩽q和i+j≡-2(modq+1).则f(x)是Fq2

上的对合.

5 总结以及进一步工作

本文主要分析了有限域上形如f(x)=xrh(xs)的对合,并根据指标对已有对合进行了分类并且构造几

类新的对合.首先对郑大彬等[9]的方法进行深入分析.利用对称群中共轭关系和分块矩阵的思想,给出了方

程组(3)解的确切表达式,改进了郑大彬等的方法;在此基础上,给出有限域上任意固定指标、常数为0的对

合个数.此外,考虑到目前为止已经得到的对合数量之多,根据指标对已有对合进行分类就显得尤为重要,不
仅可以对已有结果进行梳理,避免后来研究者重复构造,而且可以考虑不同指标对合的密码学性质,为进一

步的应用提供有效指导.所以,本文根据指标大小对对合结果进行分类,其中包括已有结果和新结果.
除此之外,想要将对合应用到分组密码的设计中,还应当考虑对合的其他密码学性质,比如差分均匀度

和非线性度.所以考虑指标与差分均匀度和非线性度的关系是下一步研究的重点.
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Constructions,countsandclassificationsofcyclotomicinvolutionsoverfinitefields

QuLongjiang,LiKangquan

(CollegeofLiberalArtsandSicences,NationalUniversityofDefenseTechnology,Changsha410073,China)

Abstract:Sinceanypolynomialsf(x)overfinitefieldscanbewrittenuniquelyasxrh(xs)+f(0),basedonthisform,

Wangetal.presentedanewconceptcalledtheindexofpolynomialsin2009.Sinceitwasproposed,thisparameterhasturned
outtobeveryusefulinstudyingvaluesetsizeofpolynomials,charactersum,permutationpolynomials,amongothers.Involu-
tionsplayveryimportantrolesinthedesignofblockciphers.Forthepasttwoyears,inordertoprovidemoreS-boxesfor
blockciphers,severalscholarsdidsomeresearchaboutinvolutions.RecentlyZhengetal.studiedinvolutionsoftheform
xrh(xs)overFqprovidinganecessaryandsufficientconditionofthispolynomialstobeinvolutaryandpresentingamethodto
constructinvolutionswiththisform.However,themethodneedstosolveoneequationsystem,i.e.,(3).

Inthispaper,wefirstlyimprovethemethodofZhengetal.,obtainingtheexplicitsolutionsoftheequationsystemusing
theconjugacyrelationoversymmetricgroupandtheideaofblockmatricessecondlywegivethenumberofinvolutionswithany
fixedindexandconstantterm0.Thirdlyaccordingtotheindex,knowninvolutionswithexplicitexpressionareclassified.Final-
ly,wedetermineseveralclassesofinvolutions,enrichingtheknownresults.Specifically,aimingattheinvolutionsoflowinde-
xes,morespecificinvolutaryconditionsofindex2and3aregiventhantheresultsofZhengetal.Forinvolutionswithhighin-
dexes,usingthecompositionalresultsobtainedbyusbefore,wegiveaclassofinvolutionsoftheformxrh(xq-1)overFq2.

Keywords:finitefields;index;involutions;classification
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