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具有启动时间的 M/M/1休假排队的顾客最优策略研究

田瑞玲,王亚利

(燕山大学 理学院,河北 秦皇岛066004)

摘 要:研究具有启动时间和单重休假的马尔科夫排队中顾客的均衡策略和社会最优止步策略.基于部分可

视的系统状态信息,顾客到达系统时,只能观察到服务员的状态.根据收益-费用结构,得到顾客的收益函数和社会效

益函数,进而确定均衡策略,并在数值和社会最优策略方面进行了比较.
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在过去的几十年里,以经济视角研究排队系统成了一个趋势.在这种排队中,强加了一个收益-费用结

构,以此来体现到达的顾客对服务的需求和对等待的反感.顾客到达排队系统时,对于拥挤现象引起的延迟,
往往是通过最大化自己的收益去决定自己的去留.这种情况可以认为是顾客间的一个博弈,其中最基本的问

题是寻求顾客最优策略.文献[1-2]最早研究这种排队经济学模型,他们分别研究了 M/M/1排队中可视和

不可视情形下顾客的最优策略问题.此后越来越多的学者开始关注这个方向,更多结果详见文献[3].
文献[4]最早在休假排队中研究博弈问题,他们考虑了具有启动时间的 M/M/1排队,分别在4种不同

的系统信息状态下研究了顾客均衡策略.在此基础上,文献[5]在具有启动时间和N策略的 M/M/1部分可

视排队中研究了系统的性能指标并得到了顾客的均衡止步策略.文献[6]把文献[4]的模型推广到了单重休

假的可视排队情形,并得到了顾客的均衡策略.文献[7]分析了具有单重工作休假和休假中断休假的 M/M/1
排队中顾客的均衡策略.文献[8]还在具有单重休假和启动时间的排队中考察了完全可视和完全不可视情形

下顾客的最优策略问题.在这期间,大量的关于休假排队经济学模型的研究不断涌现[9-12],使得排队经济学

模型的结果很快丰富起来.
本文是在文献[8]的基础上考虑具有单重休假和启动时间的排队中部分可视情形,假设顾客到达时能观

察到服务员状态,而不能预知系统队长.通过系统稳态分析,进而得到顾客的均衡进入策略,并和社会最优策

略进行比较.

1 模型简介

假设潜在到达的顾客服从参数为λ的泊松过程.服务时间为参数为μ的指数分布.当系统为空时,服务员

开始一次休假.当休假结束时,如果系统中有顾客等待,则服务员立刻进入忙期,否则,系统关闭.若关闭期内

有顾客到达,则关闭期结束,但是服务员需要经历一个启动期才能为顾客提供服务.休假时间和启动时间分

别服从参数为θ和ξ的指数分布.假设到达间隔,服务时间,休假时间以及启动时间都是相互独立的.另外,服
务规则是先到先服务.

设时刻t的系统状态用(N(t),I(t))表示,其中N(t)表示时刻t系统的顾客数,I(t)表示时刻t服务员

的状态.I(t)=0表示服务员处在休假状态,I(t)=1表示服务员处在启动期,I(t)=2表示服务员处在忙期.
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很明显随机过程{(N(t),I(t)),t⩾0}是一个连续时间的马尔科夫链.假设(N,I)为(N(t),I(t))的稳态

极限,它的分布表示为

p(n,i)=P{N =n,I=i}=lim
t→∞

P{N(t)=n,I(t)=i}.

  现在假定顾客到达时自己决定是否进入排队.一旦进入排队,中途退出是不允许的.为了塑造这个决策

过程,假设每一个顾客完成服务都会有一个收益R,这个可以反映出顾客的满意度和服务的价值.另一方面,
当顾客进入系统,存在着一个单位时间等待费用C.顾客是风险中立的并且在均衡下会最大化自己的平均净

收益.假设

R >
C
μ

+min
C
θ
,C
ξ{ }, (1)

这就保证了当到达顾客发现服务员处在关闭期或假期而决定进入系统时,他的服务收益会超过他的等待费

用.否则,没有顾客会在启动期或假期内进入系统.

2 策略分析

由于顾客到达时只能观察到服务员的状态,有两个纯策略:进入系统或止步.纯策略或混合策略可由顾

客的进入概率来表示.假设qi 为顾客到达时发现服务员在状态i(i=0,1,2)而进入系统的概率.如果所有的

顾客都遵循一个混合策略(q0,q1,q2),当服务员处在状态i(i=0,1,2)时,顾客的到达率为λqi,形成了一个

马尔科夫过程,状态空间为Ω={(0,0)}∪ {(0,1)}∪ {(n,i)|n⩾1,i=0,1,2}.
根据字典排序可以得到系统状态转移率矩阵为

Q=

A0 C0

B1 A C
B A C

B A C
⋱ ⋱ ⋱

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

其中

A0=
-(λq0+θ) θ

0 -λq1
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,C0=

λq0 0 0
0 λq1 0

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,C=

λq0 0 0
0 λq1 0
0 0 λq2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

A=
-(λq0+θ) 0 0

0 -(λq1+ξ) 0
0 0 -(λq2+μ)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B=

0 0 0
0 0 0
0 0 μ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,B1=

0 0
0 0

μ 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

  矩阵Q 的结构说明{(N(t),I(t)),t⩾0}过程是一个拟生灭过程(QuasiBirthandDeathProcess)
(Neuts[13]).为了分析这个拟生灭过程,需要去解二次矩阵方程

R2B+RA+C=0 (2)
的最小非负解R.

由于矩阵A,B,C 都是上三角的,R 也有同样的结构.解方程(2)可得到

R=
σ0 0 ρ0
0 δ1 ρ1
0 0 ρ2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, (3)

其中

ρ0=
λq0
μ
,ρ1=

λq1
μ
,ρ2=

λq2
μ
,σ0=

λq0
λq0+θ

,δ1=
λq1

λq1+ξ
.

  定理1 假设σ0 ≠ρ2,ρ2 <1,稳态概率{p(n,i)∶(n,i)∈Ω}为

p(n,0)=Kσn
0,n⩾0, (4)
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p(n,1)=K θ
λq1

δn
1,n⩾0, (5)

p(n,2)=K σ0ρ0
σn-1
0 -ρn-1

2

σ0-ρ2
+

θ
λq1

δ1ρ1
δn-1
1 -ρn-1

2

δ1-ρ2
+
λq0+θ
λq2 ρn

2
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,n⩾1, (6)

其中

K =
1

1-σ0+
θ

λq1(1-δ1)+
λq0(1-δ1)+θ(1-σ0)

μ(1-ρ2)(1-σ0)(1-δ0)
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

.

  证明 利用矩阵几何解方法,有
(p(n,0),p(n,1),p(n,2))=(p(1,0),p(1,1),p(1,2))Rn-1,n⩾1. (7)

并且 (p(0,0),p(0,1))和(p(1,0),p(1,1),p(1,2))满足方程

(p(0,0),p(0,1),p(1,0),p(1,1),p(1,2))B[R]=0, (8)
其中

B[R]=
A0 C0

B0 A+RB
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

设p(0,0)为一个常数,解方程组(8)可得

(p(0,0),p(0,1))= 1,θλq1
æ

è
ç

ö

ø
÷p(0,0),(p(1,0),p(1,1),p(1,2))= σ0,

θ
λq1

δ1,
λq0+θ

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷p(0,0).

把 (p(1,0),p(1,1),p(1,2))和Rn-1 带入(7)式就可得到定理1的结果.
令pi 表示服务员处在状态i(i=0,1,2)的概率.由定理1结果可得

p0=∑
∞

n=0
p(n,0)=

K
1-σ0

, (9)

p1=∑
∞

n=0
p(n,1)=

Kθ
λq1(1-δ1)

, (10)

p2=∑
∞

n=1
p(n,2)=

K
1-ρ2

λq0(1-δ1)+θ(1-σ0)
μ(1-σ0)(1-δ1)

. (11)

  考虑一个在状态i(i=0,1,2)到达的顾客.令π(n|i)为一个顾客在状态i到达时系统中有n 个顾客的

概率,所以有

π(n|i)=
p(n,i)

∑
∞

k=0
p(k,i)

,n⩾0,i=0,1;π(n|2)=
p(n,2)

∑
∞

k=1
p(k,2)

.

设E[N|i]为一个顾客在状态i(i=0,1,2)到达时看到的系统中的平均顾客数,且E[N|i]=∑nπ(n|

i),所以

E[N|0]=
σ0
1-σ0

,E[N|1]=
δ1
1-δ1

,

E[N|2]=
1

1-ρ2
+

λq0σ0(1-δ1)2+θδ1(1-σ0)2

λq0(1-σ0)(1-δ1)2+θ(1-σ0)2(1-δ1)
.

  考虑一个在状态i(i=0,1,2)到达的标记顾客.如果其决定进入排队,则平均净收益为

U0(q0)=R-
C(E[N|0]+1)

μ
-

C
θ =R-

C(λq0+θ)
μθ

-
C
θ
, (12)

U1(q1)=R-
C(E[N|1]+1)

μ
-

C
ξ

=R-
C(λq1+ξ)

μξ
-

C
ξ
, (13)

U2(q0,q1,q2)=R-
C(E[N|2]+1)

μ
=R-

C
μ-λq2-

C
μ

λq0ξ2(λq0+θ)2+θ3(λq1+ξ)2

λq0ξ2θ(λq0+θ)+θ3ξ(λq1+ξ)
. (14)

利用(12)、(13)和(14)式,可以计算顾客的均衡进入策略.首先令x0 和x1 分别为U0(q0)=0和U1(q1)=0
的根.假设下面的表达式:
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x0=
1
λ

Rμθ
C -μ-θæ

è
ç

ö

ø
÷ ,x1=

1
λ

Rμξ
C -μ-ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,Δ1=

λx0ξ2(λx0+θ)2+θ3(λx1+ξ)2

λx0ξ2θ(λx0+θ)+θ3ξ(λx1+ξ)
,

Δ2=
λx0ξ2(λx0+θ)2+θ3(λ+ξ)2

λx0ξ2θ(λx0+θ)+θ3ξ(λ+ξ)
,Δ3=

λξ2(λ+θ)2+θ3(λ+ξ)2

λξ2θ(λ+θ)+θ3ξ(λ+ξ)
.

  定理2 设θ<ξ 和μ(ξ-θ)<λθ,则存在着唯一的均衡策略(qe
0,qe

1,qe
2),并有如下结果:

1)C
μ

+
C
ξ
<R ⩽

C
μ

+
C
θ
,

(qe
0,qe

1,qe
2)=

(0,x1,0), R <
C
μ

+
C(λx1+ξ)

μξ
,

0,x1,
1
λ μ-

Cμξ
Rμξ-C(λx1+ξ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ , C

μ
+

C(λx1+ξ)
μξ

⩽R ⩽
C

μ-λ+
C(λx1+ξ)

μξ
,

(0,x1,1), R >
C

μ-λ+
C(λx1+ξ)

μξ
;

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

2)C
μ

+
C
θ <R ⩽

C(λ+ξ)
μξ

+
C
μ
,

(qe
0,qe

1,qe
2)=

(x0,x1,0), R <
C
μ

+(Δ1+1),

x0,x1,
1
λ μ-

Cμ
Rμ-CΔ1

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ , C

μ
(Δ1+1)⩽R ⩽

C
μ-λ+

CΔ1

μ
,

(x0,x1,1), R >
C

μ-λ+
CΔ1

μ
;

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

3)C
(λ+ξ)
μξ

+
C
μ
<R ⩽

C(λ+θ)
μθ

+
C
μ
,

(qe
0,qe

1,qe
2)=

(x0,1,0), R <
C
μ
(Δ2+1),

x0,1,
1
λ μ-

Cμ
Rμ-CΔ2

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ , C

μ
(Δ2+1)⩽R ⩽

C
μ-λ+

CΔ2

μ
,

(x0,1,1), R >
C

μ-λ+
CΔ2

μ
;

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

4)C
(λ+θ)
μθ

+
C
μ
<R,

(qe
0,qe

1,qe
2)=

(1,1,0), R <
C
μ
(Δ3+1),

1,1,1λ μ-
Cμ

Rμ-CΔ3

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ , C

μ
(Δ3+1)⩽R ⩽

C
μ-λ+

CΔ3

μ
,

(1,1,1), R >
C

μ-λ+
CΔ3

μ
.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

证明 设θ<ξ,则最初的条件(1)为R>C(μ-1+ξ-1).这样保证了启动时间内到达的顾客将会进入排

队.在μ(ξ-θ)<λθ 的条件下,有

C
μ

+
C
ξ
<

C
μ

+
C
θ <

C(λ+ξ)
μξ

+
C
ξ
<

C(λ+θ)
μθ

+
C
θ.

  1)C
μ

+
C
ξ
<R ⩽

C
μ

+
C
θ
,此时U0(0)<0,U1(0)>0和U1(1)<0.在此情形下,即使状态0时没有

顾客进入,进入顾客的收益也是非正的,因此qe
0=0是一个均衡策略.另外,如果启动时间内到达的顾客都进

入排队,则会有一个负的收益.因此qe
1=1不是均衡策略.如果所有顾客利用策略qe

1=0则会有一个正的收益,

所以qe
1=0也不是均衡策略.于是就存在着一个唯一的qe

1 满足U1(q1)=0,即qe
1=x1.于是有
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U2(0,x1,q2)=R-
C

μ-λq2-
C(λx1+ξ)

μξ
.

  利用上面的分析方法,有
a)U2(0,x1,0)<0,则有唯一的均衡策略qe

2=0;

b)U2(0,x1,0)>0,U2(0,x1,1)<0,则有唯一的均衡策略qe
2 满足U2(x,x1,qe

2)=0,于是

qe
2=
1
λ μ-

Cμξ
Rμξ-C(x1+ξ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ;

  c)U2(0,x1,1)>0,则有唯一的均衡策略qe
2=1.

2)C
μ

+
C
θ <R ⩽

C(λ+ξ)
μξ

+
C
μ
,此时U0(0)>0,U0(1)<0,U1(0)>0和U1(1)<0.在此情形下,

存在着一个唯一的qe
0 和qe

1 满足U0(q0)=0和U1(q1)=0,即qe
0=x0 和qe

1=x1.于是有

U2(x0,x1,q2)=R-
C

μ-λq2-
C(λx0ξ2(λx0+θ)2+θ3(λx1+ξ)2)
μ(λx0ξ2θ(λx0+θ)+θ3ξ(λx1+ξ))

.

  利用上面的分析方法,有
a)U2(x0,x1,0)<0,则有唯一的均衡策略qe

2=0;

b)U2(x0,x1,0)>0,U2(x0,x1,1)<0,则有唯一的均衡策略qe
2 满足U2(x0,x1,qe

2)=0,于是

qe
2=
1
λ μ-

Cμ
Rμ-CΔ1

æ

è
ç

ö

ø
÷ ;

  c)U2(x0,x1,1)>0,则有唯一的均衡策略qe
2=1.

3)C
(λ+ξ)
μξ

+
C
ξ
<R ⩽

C(λ+θ)
μθ

+
C
θ
,此时U0(0)>0,U0(1)<0和U1(1)>0.在此情形下,qe

0=

x0,并且状态1时标记顾客如果进入系统就会有一个正的收益,所以qe
1=1.于是有

U2(x0,1,q2)=R-
C

μ-λq2-
C(λx0ξ2(λx0+θ)2+θ3(λ+ξ)2)
μ(λx0ξ2θ(λx0+θ)+θ3ξ(λ+ξ)

.

  利用上面的分析方法,有
a)U2(x0,1,0)<0,则有唯一的均衡策略qe

2=0;

b)U2(x0,1,0)<0,U2(x0,1,1)<0,则有唯一的均衡策略qe
2 满足U2(x0,1,qe

2)=0,于是

qe
2=
1
λ μ-

Cμ
Rμ-CΔ2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ;

  c)U2(x0,1,1)>0,则有唯一的均衡策略qe
2=1.

4)C
(λ+θ)
μθ

+
C
θ <R,此时U0(1)>0和U1(1)>0.在此情形下,存在着一个唯一均衡策略qe

0=1和

qe
1=1.于是有

U2(1,1,q2)=R-
C

μ-λq2-
C(λξ2(λ+θ)2+θ3(λ+ξ)2)
μ(λξ2θ(λ+θ)+θ3ξ(λ+ξ))

.

  利用上面的分析方法,有
a)U2(1,1,0)<0,则有唯一的均衡策略qe

2=0;

b)U2(1,1,0)>0,U2(1,1,1)<0,则 有 唯 一 的 均 衡 策 略qe
2 满 足 U2(1,1,qe

2)=0,于 是qe
2 =

1
λ μ-

Cμ
Rμ-CΔ3

æ

è
ç

ö

ø
÷ ;

c)U2(1,1,1)>0,则有唯一的均衡策略qe
2=1.

通过整理就可得到定理1的结论.
类似的,也可以分别得到条件θ<ξ,μ(ξ-θ)>λθ 和条件θ>ξ 的结论.由于篇幅有限,这里省略.
下面考虑社会最优进入策略.由系统稳态分布可以得到系统平均队长为

E(L)=∑
∞

n=0
np(n,0)+∑

∞

n=0
np(n,1)+∑

∞

n=1
np(n,2)=K

σ0
(1-σ0)2

+
θδ1

λq1(1-δ1)2
+

æ

è
ç
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λq0(1-σ0ρ2)(1-δ1)2+θ(1-δ1ρ2)(1-σ0)2

μ(1-ρ2)2(1-σ0)2(1-δ1)2
ö

ø
÷ . (15)

  当所有顾客都遵循策略(q0,q1,q2),单位时间的社会收益为

S(q0,q1,q2)=λR-CE(L)=λR-CK
σ0

(1-σ0)2
+

θδ1
λq1(1-δ1)2

+
æ

è
ç

ö

ø
÷

λq0(1-σ0ρ2)(1-δ1)2+θ(1-δ1ρ2)(1-σ0)2

μ(1-ρ2)2(1-σ0)2(1-δ1)2
æ

è
ç

ö

ø
÷ , (16)

其中λ=λq0p0+λq1p1+λq2p2.对于社会收益者来说,决策问题就变成制定一个随机策略(q0,q1,q2),使得

单位时间的社会收益S(q0,q1,q2)最大,并以此得到社会最优进入策略(q*
0 ,q*

1 ,q*
2 ).这就是一个非线性规

划问题.由于社会收益函数的复杂性,只给出一些数值例子.

3 数值结果

在本节中,首先给出系统各参数对顾客的均衡策略和均衡社会收益的影响.在图1、图2中均假设C=1,

λ=2.分别假设(μ,θ,ξ)=(2,0.5,0.3)(图1)和(R,θ,ξ)=(5,0.5,0.7)(图2),均衡策略(qe
0,qe

1,qe
2)都是随着

R 和μ 的增大而增大.这个结果是比较直观的,这是因为在这个过程中服务报酬的增多和服务时间的减少会

吸引更多的顾客进入系统.

另外,也得到了关于社会最优策略的一些结果.同样,均假设μ=3,λ=2.5.表1给出了4种情形下两种

策略的结果.从中也发现社会最优策略有可能大于均衡策略也有可能小于均衡策略,尤其是在休假状态和启

动状态下.
表1 均衡策略和社会最优策略

Tab.1 Equilibriumstrategyandsociallyoptimalstrategy

(R,C,θ,ξ) (6,1,1,0.8) (6,1,0.5,1) (6,2,0.5,1) (3,2,1,0.8)

(qe
0,qe

1,qe
2) (1,1,1) (1,1,1) (0.4,1,1) (0.2,0,1)

(q*
0 ,q*

1 ,q*
2 ) (1.000,0.857,0.873) (0.496,1.000,0.927) (0.610,0.178,0.818) (0.202,0.106,0.606)

  从以上分析中发现顾客在忙期的均衡进入概率也不一定就比假期的高.均衡策略和社会最优策略大小

关系也不能确定.这和以前的文献结果是不一样的,造成这个原因是因为两种休假策略组合的复杂性造成的.

4 结 论

本文在部分可视的前提下,考虑了具有单重休假和启动时间的排队中顾客的进入决策.基于收益-费用

结构,从顾客自身利益最大化出发,给出了顾客的均衡进入策略.给出了均衡策略的敏感性分析,并从数值上
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和社会最优止步策略进行了比较,得出了社会最优策略不一定小于均衡策略的结论.
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AnalysisofoptimalstrategiesforcustomersintheM/M/1queue
withasinglevacationandsetuptimes

TianRuiling,WangYali

(SchoolofScience,YanshanUniversity,Qinhuangdao066004,China)

Abstract:Customers'equilibriumstrategiesandsociallyoptimalbalkingstrategiesarestudiedinMarkovianqueueswitha
singleexponentialvacationandsetuptimes.Basedonthestateinformationofthepartiallyobservablesystem,customerscanon-
lyobservetheserver'sstatewhentheyarriveatthesystem.Accordingtothereward-coststructure,thecustomer'sprofitfunc-
tionandsocialbenefitfunctionareobtained.Then,comparedwiththesociallyoptimalstrategynumericallytheequilibrium
strategiesaredetermined.

Keywords:queueing;equilibriumstrategy;sociallyoptimalstrategy;setuptimes;singlevacation
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