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三维不可压磁流体方程的整体解

葛玉丽,邵曙光

(南阳师范学院 数学与统计学院,河南 南阳473061)

摘 要:主要研究带有拉普拉斯耗散和磁扩散的三维磁流体力学系统,在有限能量情形下得到了方程的经典

解.选择稳态情形下的Beltrami流作为初值,利用截断函数技术方法和先验估计证明了方程组的整体正则性.

关键词:磁流体方程组;有限能量;整体解;Beltrami流;正则性

中图分类号:O175 文献标志码:A

1 模型简介

本文研究带有拉普拉斯耗散和磁扩散的三维不可压缩磁流体动力学方程(Magneto-hydrodynamicsE-
quation,MHD)的初值问题(Initial-valueProblem,IVP).

ut+u·∇u+∇p=h·∇h+Δu,x∈R3,t>0,

ht+u·∇h=h·∇u+Δh,x∈R3,t>0,

∇·u=∇·h=0,x∈R3,t>0,

u(x,0)=u0(x),h(x,0)=h0(x),

ì

î

í
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(1)

这里u=(u1,u2,u3)T表示流体速度,h=(h1,h2,h3)T表示磁场,p表示流体压力,方程组(1)称为三维不可

压缩磁流体动力学方程组的初值问题模型.
不可压缩Navier-Stokes方程可以看作是恒定磁场下磁流体力学系统的一个特例.目前已经有很多关于

Navier-Stokes方程整体存在性的结果,比如文献[1]及其参考文献,稍微遗憾的是,这些参考文献的大多数

结果只考虑了小初值情形下的全局存在性.近段时间以来,文献[2-9]研究了大初值情形下整体解的存在

性.在开展进一步讨论之前,首先回顾一下不可压缩磁流体动力学领域中的一些重要结果.文献[10]构建了

三维 MHD方程组强解的局部存在性和Leray-Hopf弱解的整体存在性.文献[11]关于完美电阻磁流体动力

学方程组建立了一个非平凡爆破准则,该爆破准则仅依赖于L1
t(BMO)范数下速度场的旋度.文献[12]利用

螺旋度的特殊结构,导出了三维不可压缩Navier-Stokes方程的一个新的能量恒等式,构造了一类临界范数

可以任意大的Navier-Stokes方程的有限能量光滑解.在三维情形下,文献[13]研究了非平凡磁场时 MHD
方程的大初值轴对称解.文献[14]研究了理想磁流体系统的局部C1,α解.

受到文献[12]研究方法和结果的启发,本文考虑适当的稳态Beltrami流情形下,当速度场在大部分空

间域中与对应的涡量场几乎平行时,MHDIVP系统(1)的适定性问题.利用文献[12]的一个衰减估计,关于

初始值和解做一个合适的截断,得到了一类有限能量解.通过对对流项的非线性消除结构的使用,证明了针

对这类初值,MHDIVP系统(1)有整体适定性.
本文将在给定的函数集合Φ(κ,A)中选择合适的初始值,构造一个大的整体经典解.这里集合Φ(κ,A)

的定义如下:
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Φ(κ,A)= g∈L1
loc(R3)∇·g=0,∇×g=κg,|g(x)|⩽

A
1+|x|{ }, (2)

有关这个函数集合的性质将在第2部分详细介绍.令χ 为标准的截断函数,具体定义如下:
χ≡1,|x|⩽1;χ≡0,|x|⩾2;|∇kχ|⩽2,(0⩽k⩽2), (3)

χM(x)=χ x
M

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,M >0. (4)

对于ν0 ∈Φ(κ,A),适当添加一些扰动并采用(u0=χMν0+b0,h0)作为初始值,这里的b0 和h0 都很小,然
而初始值(u0,h0)不再是小初值.由于这种系统的特殊结构,可以利用运算技巧和先验估计来解决这个问题.
本文的主要研究结论如下:

定理1 如果χ 是满足(3)和(4)式的任意标准截断函数,并且满足M ⩾M0,‖(b0,h0)‖H1 ⩽M-
1
2,

ν0 ∈Φ(κ,A),那么对于任意大于零的常数κ,存在一个仅依赖于A 的正常数M0,使得带有初值(χMν0+b0,

h0)的三维不可压磁流体动力学系统(1)是整体适定的.

2 函数集合

为了证明的需要,根据文献[1]给出集合Φ(κ,A)中函数的一个具体例子,然后根据文献[12]的研究方

法,给出这个函数的一个衰减估计.假设y 是S2 的单位外法向量,n(y)是单位切向量,且n(y)∈TyS2,

a(y)是一个光滑函数,其支集远离n(y)的奇点.对于常数κ>0,A >0,令

g(x)=∫S2
n(y)sin<κy,x>+y×n(y)cos<κy,x>[ ]a(y)dσy,x∈R3, (5)

一旦验证函数g(x)满足性质(2),则易知g(x)属于Φ(κ,A),这里不再详细推导,可以参考文献[12].
首先,回顾一下经典的热方程

νt=Δν,ν(0,x)=ν0. (6)
假设ν0 ∈Φ(κ,A),则可以确定ν∈Φ(κ,A),并且(6)式的解为

ν(t,x)=e-κ2tν0(x). (7)
事实上,用旋度算子作用到(6)式上,容易看到κ-1∇×u 也是(6)式的解.由唯一性可以得到方程

∇×u=κν. (8)
方程(8)隐含着 ∇·u=0,同时也隐含着νt=Δν=-∇×∇×ν=-κ2ν.进一步,由方程(2)和方程(7)可以

得到

|ν(t,x)|+|∇ν(t,x)|⩽C e-κνt

1+|x|
. (9)

3 定理1的证明

首先,可以利用标准的截断技术和小摄动参数建立(u,h)在空间L∞
t H1

x 中的整体有界性,有了这个结

果,就能够说明系统的解是一个整体经典解.
假设 (u,h)是初值为(u0,h0)时,三维不可压缩磁流体动力学方程组系统(1)的唯一解,其中u0 =

χMν0+b0,且 ‖(b0,h0)‖H1 ⩽M-
1
2,与系统(1)相关的压力p 可以表示为p=-Δ-1∇·[∇·(u⊗u)]+

Δ-1∇·[∇·(h⊗h)].定义b=u-χMν,结合(6)式可以得到关于b和h 的方程

bt-Δb=-∇p+h·∇h-b·∇b+f1,

ht-Δh=h·∇b-b·∇h+f2,

∇b=-ν·∇χM,∇·h=0,

b(0,x)=b0,h(0,x)=h0.

ì

î

í
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(10)

这里的f1 和f2 由下式给出

f1=νΔχM +2(∇χM·∇)ν-χMν·∇b-b·∇(χMν)-χ2
Mν·∇ν-χM(ν·∇χM)ν,
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f2=h·∇(χMν)-χMν·∇h.
用b乘以系统(10)的第一个方程,用h 乘以系统(10)的第二个方程,然后关于空间积分可以得到

1
2
d
dt
(‖b‖2L2 +‖h‖2L2)+‖∇b‖

2
L2 +‖∇h‖2L2 =∫p∇·b-∫(b·∇b)b-

∫(b·∇h)h+∫f1b+∫f2h, (11)

上述计算用到了∇·h=0.结合p 和f1 的表达式,可以得到

∫p∇·b+∫f1b-∫(b·∇b)b=∫(-Δ-1∇·[b·∇b+χMν·∇b+b·∇(χMν)+χ2
Mν·∇ν+

χM(ν·∇χM)ν]∇·b)dx-∫[b·∇b+χMν·∇b+b·∇(χMν)+χ2
Mν·∇ν+

χM(ν·∇χM)ν]·bdx+∫Δ-1∇·(h·∇h)∇·bdx+∫(ΔχMν·b+

2(∇χM·∇)ν·b)dx=∫(b·∇b)(Δ-1∇∇·b-b)dx+∫[χMν·∇b+

b·∇(χMν)+χ2
Mν·∇ν+χM(ν·∇χM)ν](Δ-1∇∇·b-b)dx-

∫(h·∇h)(Δ-1∇∇·b)dx+∫[ΔχMν·b+2(∇χM·∇)ν·b]dx.

为了估计等式(11)右边的项,把它分为以下4个部分

1
2
d
dt
(‖b‖2L2 +‖h‖2L2)+‖∇b‖

2
L2 +‖∇h‖2L2 =K1+K2+K3+K4, (12)

其中,

K1=∫(b·∇b)(Δ-1∇×∇×b)dx-∫(b·∇h)hdx-∫(h·∇h)(Δ-1∇∇·b)dx,

K2=∫[χMν·∇b+b·∇(χMν)+χM(ν·∇χM)ν](Δ-1∇×∇×b)dx+

∫[ΔχMν·b+2(∇χM·∇)ν·b]dx,

K3=∫(χ2
Mν·∇ν)(Δ-1∇×∇×b)dx,

K4=∫[h·∇(χMν)·h-χMν·∇h·h]dx,

等式(12)的表示用到了等式∇×∇×b=∇∇·b-Δb.
下面分别对K1,K2,K3,K4 分别进行估计.根据Caldron-Zygmund定理可知,对于Riesz算子Z 和1<

p< ∞,有 ‖Zf‖p ⩽C‖f‖p.由此可以得到

|K1|⩽|∫(b·∇b)Δ-1∇×∇×bdx|+|∫(b·∇h)hdx|+|∫(h·∇h)Δ-1∇∇·bdx|⩽

C‖b‖L3‖∇b‖L2‖Δ-1∇×∇×b‖L6 +C‖b‖L3‖∇h‖L2‖h‖L6 +C‖b‖L3‖∇h‖L2‖h‖L6 ⩽

C‖b‖L3‖∇b‖L2‖b‖L6 +C‖b‖L3‖∇h‖L2‖h‖L6 ⩽C‖b‖L3(‖∇b‖
2
L2 +‖∇h‖2L2).

联系关于ν和∇ν的估计(9)式,关于K2 可以得到

|K2|⩽C‖χMν‖L∞‖∇b‖L2‖Δ-1∇×∇×b‖L2 +C‖∇(χMν)‖L∞‖b‖L2‖Δ-1∇×∇×b‖L2 +
CM-1‖ν2‖L2(|x|⩽2M)‖Δ-1∇×∇×b‖L2 +CM-2‖ν‖L2(|x|⩽2M)‖b‖L2 +

CM-1‖∇ν‖L2(M<|x|⩽2M)‖b‖L2 ⩽CM-2e-κ2t+
1
4‖∇b‖

2
L2 +Ce-κ2t‖b‖2L2,

关于K3,应用分部积分法和等式ν·∇ν=-ν×(∇×ν)+
1
2∇|ν|2=

1
2∇|ν|2,有

|K3|=|∫(χ2
Mν·∇ν)(Δ-1∇×∇×b)dx|⩽|∫χ2

M(-ν×(∇×ν)+
1
2∇|ν|2)Δ-1∇×∇×bdx|⩽
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C|∫χ2
M∇|ν|2·Δ-1∇×∇×bdx|⩽C|∫χM |ν|2∇χM·Δ-1∇×∇×bdx|⩽

CM-1‖ν‖L4(|x|⩽2M)‖b‖L2 ⩽CM-2e-2κ2t+Ce-2κ2t‖b‖2L2.
应用类似的方法,关于K4 有

|K4|⩽ ‖∇(χMν)‖L∞‖h‖
2
L2 +‖χMν‖L∞‖∇h‖L2‖h‖L2 ⩽Ce-κ2t‖h‖2L2 +

1
4‖∇h‖

2
L2.

综合以上关于K1,K2,K3,K4 的估计,可以得到

1
2
d
dt
(‖b‖2L2 +‖h‖2L2)+

3
4-CJæ

è
ç

ö

ø
÷ ‖∇b‖2L2 +‖∇h‖2L2( ) ⩽

Ce-κ2t ‖b‖2L2 +‖h‖2L2( ) +CM-1e-κ2t, (13)
其中,J=‖b‖L3 +‖h‖L3.

其次,作用旋度算子到方程(10)上,并对 ∇×b和 ∇×h 作L2 内积,可得

1
2
d
dt ‖∇×b‖2L2 +‖∇×h‖2L2( ) +‖∇∇×b‖2L2 +‖∇∇×h‖2L2 =

L1+L2+L3+L4+L5+L6, (14)
等式(14)中

L1=∫∇×(h·∇h)∇×b,L2=-∫∇×(b·∇b)∇×b,L3=∫∇×(h·∇b)∇×h,

L4=-∫∇×(b·∇h)∇×h,L5=∫∇×f1∇×b,L6=∫∇×f2∇×h,

接下来将对L1,L2,L3,L4,L5,L6 分别进行估计.利用分部积分公式和熟知的估计 ‖∇f‖L2 ⩽C(‖∇·

f‖L2 +‖∇×f‖L2),进一步可得

|L1|⩽|∫(h·∇h)∇×∇×b|⩽C‖h‖L3‖∇h‖L6‖∇×∇×b‖L2 ⩽C‖h‖L3(‖∇·h‖L6 +

‖∇×h‖L6)‖∇×∇×b‖L2 ⩽C‖h‖L3‖∇∇×h‖L2‖∇∇×b‖L2 ⩽

C‖h‖L3(‖∇∇×h‖2L2 +‖∇∇×b‖2L2).
关于L2,注意到∇·b=-ν·∇χM,应用索伯列夫不等式可得

|L2|⩽C‖b‖L3(‖∇·b‖L6 +‖∇×b‖L6
)‖∇×∇×b‖L2 ⩽C‖b‖L3‖∇∇×b‖2L2 +

CM-1e-κ2t‖b‖
1
2
L2‖∇b‖

1
2
L2‖∇×∇×b‖L2 ⩽C‖b‖L3‖∇∇×b‖2L2 +

1
8
(‖∇b‖2L2 +‖∇∇×b‖2L2)+CM-4e-4κ2t‖b‖2L2.

同理,关于L3 可得

|L3|⩽C‖h‖L3(‖∇·b‖L6 +‖∇×b‖L6)‖∇×∇×b‖L2 ⩽C‖h‖L3‖∇∇×b‖L2‖∇∇×

h‖L2 +CM-1e-κ2t‖h‖
1
2
L2‖∇h‖

1
2
L2‖∇×∇×h‖L2 ⩽C‖h‖L3(‖∇∇×h‖2L2 +

‖∇∇×b‖2L2)+
1
8
(‖∇h‖2L2 +‖∇∇×h‖2L2)+CM-4e-4κ2t‖h‖2L2.

关于L4,容易推出它是有界的,如下所示

|L4|⩽ ‖b‖L3‖∇×b‖L6‖∇×∇×h‖L2 ⩽ ‖b‖L3‖∇∇×h‖2L2.
为了估计L5,把L5 分为两个部分,即L5=L51+L52,其中

L51=∫∇×(ν∇χM +2(∇χM·∇)ν)∇×b,

L52=-∫∇×(χMν·∇b+b·∇(χMν)+χ2
Mν·∇ν+χM(ν·∇χM)ν)∇×b.

再次利用分部积分,进一步得到

|L51|⩽CM-2‖ν‖L2(|x|⩽2M)‖∇∇×b‖L2 +CM-1‖∇ν‖L2(M<|x|⩽2M)‖∇∇×b‖L2 ⩽
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CM-1e-2κ2t+
1
8‖∇∇×b‖2L2, (15)

|L52|⩽C(‖χM‖L∞‖∇b‖L2 +‖∇(χM)ν‖L∞‖b‖L2 +‖∇χM‖L∞‖ν‖
2
L4)‖∇∇×b‖L2 ⩽

Ce-2κ2t(‖∇b‖L2 +‖b‖L2)‖∇∇×b‖L2 +CM-1e-2κ2t‖∇∇×b‖L2 ⩽Ce-κ2t(‖∇×b‖L2 +

‖ν·∇χM‖L2 +‖b‖L2)‖∇∇×b‖L2 +
1
16‖∇∇×b‖2L2 +CM-2e-4κ2t ⩽

Ce-2κ2t(‖∇×b‖2L2 +‖b‖2L2)+
1
8‖∇∇×b‖2L2 +CM-1e-2κ2t, (16)

结合(15)和(16)式就得到了关于L5 的估计结果.
最后估计L6,得到如下结果

|L6|⩽C(‖h‖L2‖∇(χMν)‖L∞ +‖χMν‖L∞‖∇h‖L2)‖∇∇×h‖L2 ⩽Ce-κ2t(‖∇×h‖L2 +

‖h‖L2)‖∇∇×h‖L2 ⩽Ce-2κ2t(‖∇×h‖2L2 +‖h‖2L2)+
1
8‖∇∇×h‖2L2.

  综合以上关于L1,L2,L3,L4,L5,L6 的估计结果,由(14)式进一步可以得到

1
2
d
dt ‖∇×b‖2L2 +‖∇×h‖2L2( ) +

5
8-CJæ

è
ç

ö

ø
÷ ‖∇∇×b‖2L2 +‖∇∇×h‖2L2( ) ⩽

1
8
(‖∇b‖2L2 +

‖∇h‖2L2)+Ce-κ2t(‖∇×b‖2L2 +‖∇×h‖2L2 +‖b‖2L2 +‖h‖2L2)+CM-1e-2κ2t, (17)
其中,J=‖b‖L3 +‖h‖L3.

最后,结合(13)和(17)式的估计结果,有
1
2
d
dt
(‖b‖2L2 +‖h‖2L2 +‖∇×b‖2L2 +‖∇×h‖2L2)+

5
8-CJæ

è
ç

ö

ø
÷(‖∇b‖2L2 +

‖∇h‖2L2 +‖∇∇×b‖2L2 +‖∇∇×h‖2L2)⩽Ce-κ2t(‖b‖2L2 +‖h‖2L2 +

‖∇×b‖2L2 +‖∇×h‖2L2)+CM-1e-2κ2t. (18)

由此可知,如果对于任意的0⩽t⩽T,成立CJ=C(‖b‖L3+‖h‖L3)⩽
1
8
,则根据格朗沃尔不等式可得

‖b(t)‖2L2 +‖h(t)‖2L2 +‖∇×b(t)‖2L2 +‖∇×h(t)‖2L2 +∫
T

0
(‖∇b(t)‖2L2 +‖∇h(t)‖2L2 +

‖∇∇×b‖2L2 +‖∇∇×h‖2L2)dt⩽CM-1. (19)
再由索伯列夫嵌入定理

C(‖b‖L3 +‖h‖L3)⩽C(‖b‖L2 +‖∇b‖L2 +‖∇×b‖L2 +‖h‖H1 +
‖∇×h‖L2),0<t<T,

以及初始值假设‖(b0,h0)‖H1⩽M-
1
2,利用标准的连续性方法可知对任意的t>0,(19)式恒成立,若假设

M 充分大,则进一步可得

‖(b(t,·),h(t·))‖H1 ⩽CM-
1
2,t>0.

由于b=u-χMν,易知(u,h)在空间L∞
t H1

x 中整体有界,这个结果表明 MHD系统(1)有一个整体经典解.
定理1证明完毕.
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Globalsolutionof3Dincompressiblemagnetohydrodynamicsequations

GeYuli,ShaoShuguang

(SchoolofMathematicsandStatistics,NanyangNormalUniversity,Nanyang473061,China)

Abstract:Inthispaper,athree-dimensionalMHDsystem withbothLaplaciandissipationandmagneticdiffusionis
studied.Theclassicalsolutionsoftheequationsareobtainedinthecaseoffiniteenergy.TheBeltramiflowsinsteadystateis
chosenastheinitialvalue,andtheglobalregularityoftheequationsforalltimeisprovedbyusingthecut-offfunctiontech-
niqueandpriorestimation.

Keywords:magnetohydrodynamicsequations;finiteenergy;globalsolution;Beltramiflows;regularity
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