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算子及其函数的(R)性质的判定
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摘 要:令 H 为无限维复可分的Hilbert空间,H 上有界线性算子的全体为B(H).用σ(T),σab(T)和σa(T)

分别表示为算子T ∈B(H)的谱集,Browder本质逼近点谱和逼近点谱.称算子T ∈B(H)满足(R)性质,若

σa(T)\σab(T)=π00(T),其中π00(T)={λ∈isoσ(T)∶0<n(T-λI)< ∞}.主要借助新的谱集给出了算子满足

(R)性质新的判定,并进一步得出了算子函数满足(R)性质的充分必要条件.
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2011年,AienaP首次介绍了有界线性算子的(R)性质.本文的创新之处在于借助新的谱集研究了算子

及其函数的(R)性质,同时将降标以及借助新的谱集工具和各类集合运用于算子及其函数的(R)性质的判定

中,从不同角度、给出了算子及其函数满足(R)性质的等价刻画,尤其丰富和发展了 Weyl型定理.

1 预备知识

在本文中,H 表示一个无限维复可分的 Hilbert空间,H 上的有界线性算子的全体表示为B(H).若
T∈B(H)的零空间N(T)是有限维且其值域R(T)闭,称T为上半Fredholm算子;如果值域R(T)的余维

数是有限的,则称T∈B(H)为下半Fredholm算子.若T既是下半Fredholm算子又是上半Fredholm算子,
称T 为Fredholm算子.对一个半Fredholm算子T 而言(上半或者下半),其指标定义为ind(T)=n(T)-
d(T),其中d(T)=dim(H/R(T)),n(T)=dimN(T).对T∈B(H),把满足N(Tn)=N(Tn+1)的最小非

负整数称为T的升标asc(T),当asc(T)=+∞时,表示这样的整数不存在;把满足R(Tn)=R(Tn+1)的最小

非负整数称为降标des(T),同样当des(T)=+∞ 时,表示这样的整数不存在.如果T 为上半Fredholm算子

且n(T)=0,则称T∈B(H)为下有界算子;指标为零Fredholm算子称为是 Weyl算子;具有有限升降标的

Fredholm算子称为是Browder算子.事实上T 为Browder算子当且仅当T 为半Fredholm算子且具有有限

的升标和降标;当且仅当T 为 Weyl算子且有限的降标或者有限的升标.
算子T 的点谱,Weyl谱,Browder谱,逼近点谱,Browder本质逼近点谱,本质逼近点谱定义如下:

σw(T)={λ∈C∶T-λI不是 Weyl算子},

σb(T)={λ∈C∶T-λI不是Browder算子},

σa(T)={λ∈C∶T-λI不是下有界算子},

σab(T)={λ∈C∶T-λI不是上半Fredholm算子或asc(T-λI)=∞},

σea(T)={λ∈C∶T-λI不是上半Fredholm算子且ind(T-λI)⩽0}.
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记ρb(T)=C\σb(T),ρw(T)=C\σw(T),ρa(T)=C\σa(T),ρab(T)=C\σab(T).
用σ0(T)表示T 的正规特征值之集,即σ0(T)=σ(T)\σb(T),其中σ(T)表示算子T 的谱集.对于集合

E ⊆C,用accE 来表示E 中聚点的全体,用isoE 来表示E 中孤立点的全体.
文献[1]于1909年发现Hilbert空间中自伴算子的 Weyl谱恰好等于该算子的谱集除去有限重的孤立

特征值,得出了Weyl定理这一结论.之后,LEE和HARTE等数学研究者将Weyl定理进行了进一步的推广

(文献[2-4]等).多年来备受关注的(R)性质就是 Weyl定理的一种变型(文献[5-7]等).在本文中,用新的

谱集,给出了对于算子及其函数满足(R)性质的新判定方法.

2 有界线性算子的性质的判定

对T∈B(H),若σa(T)\σab(T)=π00(T),称T满足(R)性质(文献[5]),记作T∈(R),其中π00(T)=
{λ∈isoσ(T):0<n(T-λI)< ∞}.

首先定义一个谱集,令ρ1(T)={λ∈C∶n(T-λI)<∞,且存在ò>0,使得0<|μ-λ|<ò时∶μ∉

σw(T)并且N(T-μI)⊆ ∩
∞

n=1
R[(T-μI)n]}令σ1(T)= C\ρ1(T),显然σ1(T)⊆σw(T)⊆σb(T)⊆σ(T).

定理1 设T∈B(H),则T 满足(R)性质当且仅当σb(T)=[σ1(T)∩σea(T)]∪ [acc{λ∈C∶
des(T-λI)=∞}∩σab(T)]∪ {λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}.
证明 必要性:设T 满足(R)性质.包含关系[σ1(T)∩σea(T)]∪ [acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩

σab(T)]∪ {λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}⊆σb(T)显然成立.下证反包含.
对任给的λ0 ∉ [σ1(T)∩σea(T)]∪ [acc{λ ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)]∪ {λ ∈σ(T)∶

n(T-λI)=0},不妨设λ0∈σ(T),则n(T-λ0I)>0.若λ0∉σab(T),即λ0∈σa(T)\σab(T).由T∈(R)
知T-λ0I为Browder算子,则λ0∉σb(T).下面设λ0∉acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}.于是存在ò'>0,
使得当0<|λ-λ0|<ò'时,des(T-λI)< ∞.

下面分为两种情况:
情况1 λ0 ∉σ1(T).
由ρ1(T)的定义知n(T-λ0I)<∞,且存在>0(<'),使得当0<|λ-λ0|<ò时,T-λI为weyl

算子且N(T-μI)⊆ ∩
∞

n=1
R[(T-λI)n].由des(T-λI)< ∞ 知λ∈ρb(T).设asc(T-λI)=p,则N(T-

λI)=N(T-λI)∩ ∩
∞

n=1
R[(T-λI)n]⊆N(T-λI)∩R[(T-λI)p]={0}(文献[8]中引理3.4),即

N(T-λI)={0},从而T-λI可逆,即λ0∈isoσ(T).又0<n(T-λ0I)<∞,故λ0=π00(T).由T满足(R)
性质知λ0 ∉σb(T).

情况2 λ0 ∉σea(T).
此时根据半Fredholm算子的摄动定理知,存在>0(<'),使得当0<|λ-λ0|<ò时,T-λI为上

半Fredholm算子,ind(T-λI)⩽0且 N(T-λI)⊆ ∩
∞

n=1
R[(T-λI)n].又由于des(T-λI)< ∞,从而

d(T-λI)⩽n(T-λI)(文献[8]中定理4.3).于是n(T-λI)=d(T-λI),即λ ∈ρw(T).又des(T-
λI)<∞,再次得到λ∈ρb(T),类似于前面证明可得T-λI可逆,从而λ0∈isoσ(T).又0<n(T-λ0I)<
∞,故λ0∈π00(T).由T 满足(R)性质知λ0∉σb(T).由上证明知σb(T)=[σ1(T)∩σea(T)]∪ [acc{λ∈
C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)]∪ {λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}.必要性得证.

充分性:由于 [σa(T)\σab(T)∪π00(T)]∩ {[σ1(T)∩σea(T)]∪acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∪
{λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}}=Ø,故[σa(T)\σab(T)∪π00(T)]∩σb(T)=Ø.于是σa(T)\σab(T)⊆ρb(T),

π00(T)⊆ρb(T).
这样就证明了σa(T)\σab(T)=π00(T),即T∈ (R).
注解1 在定理1中,当T 满足(R)性质时,σb(T)分解的三部分缺一不可.
例1 设T∈B(ℓ2)定义为:T(x1,x2,x3,…)=(x2,x3,x4,…)则T 满足(R)性质.但是σb(T)≠
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[acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)]∪{λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0},即{λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}″
不能缺.

例2 令A,B ∈B(ℓ2)定义为:A(x1,x2,x3,…)=(0,x1,x2,x3,…),B(x1,x2,x3,…)=(x2,x3,

x4,…),定义T ∈B(ℓ2 ⊕ℓ2)为:T=
A 0
0 B

æ

è
ç

ö

ø
÷ .则T 满足(R)性质.但是σb(T)≠ [σ1(T)∩σea(T)]∪

{λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0},“acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)”不能缺.
例3 令T∈B(ℓ2)定义为:T(x1,x2,x3,…)=(0,x1,x2,x3,…),则T 满足(R)性质.但是σb(T)≠

[σ1(T)∩σea(T)]∪[acc{λ∈C∶des(T-λI)= ∞}∩σab(T)],即“{λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}”不能缺.
令σc(T)={λ∈C∶R(T-λI)不闭}.根据ρ1(T)的定义可知:σ1(T)∩σc(T)⊆σ1(T)∩σea(T),

{λ∈C∶n(T-λI)=∞}∪ {λ∈C∶n(T-λI)>d(T-λI)}⊆σ1(T)∩σea(T).于是由定理1可得:
推论1 设T∈B(H),则T 满足(R)性质当且仅当σb(T)=[σ1(T)∩σc(T)]∪{λ∈σ(T)∶n(T-

λI)=0}∪ [acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)]∪ {λ∈C∶n(T-λI)=∞}∪ {λ∈C∶n(T-
λI)>d(T-λI)}.通过计算可知[σ1(T)∩σea(T)]⊆ [σ1(T)∩σab(T)],[acc{λ ∈C∶des(T-λI)=
∞}∩σab(T)]=[acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)∩σc(T)]∪[acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩
σab(T)∩ρc(T)]⊆ [acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σc(T)]∪ {λ∈accσ(T)∶λ∈σab(T)∩ρc(T)}
而{λ∈accσ(T)∶λ∈σab(T)∩ρc(T)}⊆{λ∈accσ(T)∶n(T-λI)=d(T-λI)}∪{λ∈σab(T)∩ρc(T)∶
n(T-λI)≠d(T-λI)}⊆ {λ∈accσ(T)∶n(T-λI)=d(T-λI)}∪{λ∈σab(T)∶λ∈ρSF(T),λ∉
ρw(T)}⊆ {λ∈accσ(T)∶n(T-λI)=d(T-λI)}∪ [σ1(T)∩σab(T)].

故由定理1可证得下列事实.
推论2 设T∈B(H),则T 满足(R)性质当且仅当σb(T)=[σ1(T)∩σab(T)]∪[acc{λ∈C∶des(T-

λI)=∞}∩σc(t)]∪ {λ∈accσ(T)∶n(T-λI)=d(T-λI)}∪ {λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}.
本节继续用σ1(T)及降标考虑(R)性质.由于σ1(T)∩acc{λ ∈C∶n(T-λI)⩾d(T-λI)}⊆

[σ1(T)∩σea(T)]⊆ [σ1(T)∩σab(T)],于是当σb(T)= [σ1(T)∩acc{λ ∈C∶n(T -λI)⩾d(T -
λI)}]∪{λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}∪[acc{λ∈C∶des(T-λI)= ∞}∩σab(T)]时,由定理1或者推论2
知T∈ (R).

当des(T)< ∞时,d(T)⩽n(T),于是σ1(T)⊆[σ1(T)∩acc{λ∈C∶n(T-λI)⩾d(T-λI)}]∪
acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞},从而[σ1(T)∩σea(T)]⊆σ1(T)⊆ [σ1(T)∩acc{λ∈C∶n(T-λI)⩾
d(T-λI)}]∪acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}.又由于[σ1(T)∩σea(T)]⊆σab(T),于是{[σ1(T)∩σea(T)]∪
[acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)]∪ {λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}}⊆ {[σ1(T)∩acc{λ∈C∶
n(T-λI)⩾d(T-λI)}]∪{λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}∪[acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)]}.
根据定理1,可得下列结论:

推论3 设T∈B(H),则T 满足(R)性质当且仅当σb(T)=[σ1(T)∩acc{λ ∈C∶n(T-λI)⩾
d(T-λI)}]∪{λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}∪ [acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)].

在推论3中,若将acc{λ∈C∶n(T-λI)⩾d(T-λI)}换为{λ∈σ(T)∶n(T-λI)⩾d(T-λI)},
可得下列结论:

推论4 设T∈B(H),若σb(T)= [σ1(T)∩{λ∈σ(T)∶n(T-λI)⩾d(T-λI)}]∪ {λ∈σ(T)∶
n(T-λI)=0}∪ [acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)],则T 满足(R)性质.

证明 {λ∈σ(T)∶n(T-λI)⩾d(T-λI)}⊆{λ∈C∶n(T-λI)⩾d(T-λI)},{λ∈C∶n(T-
λI)⩾d(T-λI)}=[σ1(T)∩acc{λ∈C∶n(T-λI)⩾d(T-λI)}]∪ [σ1(T)∩iso{λ∈C∶n(T-
λI)⩾d(T-λI)}].

断言:σ1(T)∩iso{λ∈C∶n(T-λI)⩾d(T-λI)}⊆ {λ ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}∪ [acc{λ ∈
C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)].

事实上,设λ0 ∈σ1(T)∩iso{λ∈C∶n(T-λI)⩾d(T-λI)}但λ0∉{λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}∪
[acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)].由λ0∈iso{λ∈C∶n(T-λI)⩾d(T-λI)}知,当0<|λ-λ0|
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充分小时,n(T-λI)<d(T-λI).故λ-∈acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}.又由λ0∉[acc{λ∈C∶des(T-
λI)=∞}∩σab(T)],λ0∈σa(T)\σab(T),则asc(T-λ0I)<∞,故n(T-λ0I)⩽d(T-λ0I)(文献[8]中
定理4.2).又由λ0 ∈iso{λ ∈C∶n(T-λI)⩾d(T-λI)}得n(T-λ0I)⩾d(T-λ0I).于是n(T-
λ0I)=d(T-λ0I),即λ0 ∈ρw(T),这就与λ0 ∈σ1(T)矛盾.

这样就有σb(T)⊆ [σ1(T)∩acc{λ ∈C∶n(T-λI)⩾d(T-λI)}]∪ {λ ∈σ(T)∶n(T-λI)=
0}∪[acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)].反包含显然成立.

故由推论3知满足(R)性质.
在推论4中反之不成立.例如令 A,B ∈B(ℓ2)定义为:A(x1,x2,x3,…)=(x2,x3,x4,…),B(x1,

x2,x3,…)=(0,0,
x2

2
,
x3

3
,…),定义T∈B(ℓ2 ⊕ℓ2)为:T=

A 0
0 B

æ

è
ç

ö

ø
÷ .则T 满足(R)性质.但是σb(T)≠

[σ1(T)∩ {λ∈σ(T)∶n(T -λI)⩾d(T -λI)}]∪ {λ ∈σ(T)∶n(T -λI)=0}∪ [acc{λ ∈C∶
des(T-λI)=∞ ∩σab(T)].

下面给出T∈ (R)的充要条件.
推论5 设T∈B(H),则T满足(R)性质当且仅当σb(T)= [σ1(T)∩{λ∈σ(T)∶n(T-λI)⩾d(T-

λI)}]∪{λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}∪[acc{λ∈C∶des(T-λI)= ∞}∩σab(T)]∪[accσ(T)∩σc(T)].
当des(T)< ∞ 时有d(T)⩽n(T),于是{λ ∈C∶des(T-λI)< ∞}⊆ {λ ∈C∶n(T-λI)⩾

d(T-λI)}.可以证明下列事实.
推论6 设T∈B(H),
(1)若σb(T)⊆ {λ ∈σ(T)∶des(T-λI)< ∞}∪ {λ ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}∪ [acc{λ ∈C∶

des(T-λI)=∞}∩σab(T)]∪ [accσ(T)∩σc(T)],则T 满足(R)性质;
(2)若σb(T)=[σ1(T)∩ {λ ∈σ(T)∶des(T -λI)< ∞}]∪ {λ ∈σ(T)∶n(T -λI)=0}∪

[acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)]∪ [accσ(T)∩σc(T)],则T 满足(R)性质.
但推论6中的反之均不成立,下面在推论6的基础上,给出充要条件.
推论7 设T∈B(H),则下列叙述等价:
(1)T 满足(R)性质;
(2)σb(T)⊆ {λ∈σ(T)∶des(T -λI)< ∞}∪ {λ ∈σ(T)∶n(T -λI)=0}∪ [acc{λ ∈C∶

des(T-λI)=∞}∩σab(T)]∪ [accσ(T)∩σc(T)]∪ {λ∈C∶n(T-λI)=∞};
(3)σb(T)=[σ1(T)∩ {λ∈σ(T)∶des(T-λI)< ∞}]∪{λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}∪[acc{λ∈

C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)]∪ [accσ(T)∩σc(t)]∪ {λ∈C∶n(T-λI)=∞}.

3 算子函数的性质判定

Hol(σ(T))表示在σ(T)的某个邻域上的解析但是在σ(T)的任一分支上不为常值的函数的全体.
注解2 (1)当算子T 满足(R)性质时,其函数不一定满足(R)性质.相反,当算子的某一个函数满足

(R)性质时,算子本身不一定满足(R)性质.
通过下面的例子来说明这一事实.
例4 令 A,B ∈ B(ℓ2)定 义 为:A(x1,x2,x3,…)=(0,x1,x2,…),B(x1,x2,x3,…)= (0,x2,

x3,…),定义T∈B(ℓ2 ⊕ℓ2)为:T=
A+I 0
0 B-I

æ

è
ç

ö

ø
÷ .设p(z)=(z+1)(z-1)(z∈C).则T∈ (R)但

P(T)∉ (R).

例5 令 A,B ∈B(ℓ2)定义为:A(x1,x2,x3,…)=(0,x1,x2,…),B(x1,x2,x3,…)=(0,0,
x2

2
,

x3

3
,…),定义T∈B(ℓ2 ⊕ℓ2)为:T=

A+I 0
0 B-I

æ

è
ç

ö

ø
÷ .令p(z)=z2(z∈C).则P(T)∈(R)但T∉(R).

66 河南师范大学学报(自然科学版)                2023年



下面,讨论算子函数满足(R)性质的条件.
定理2 设T∈B(H),则对任意f∈Hol(σ(T)),f(T)∈ (R)当且仅当下列条件之一成立:
(1)σ(T)=[σ1(T)∩σea(T)]∪ [acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)]∪ {λ∈σ(T)∶n(T-

λI)=0};
(2)σb(T)=[σ1(T)∩σea(T)]∪ [acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)].
证明 必要性:设对任意f∈Hol(σ(T)),都有f(T)∈ (R).显然T∈ (R).
分两种情况:
(1)设σ0(T)=Ø.则σ(T)=σb(T).由定理1知σ(T)=[σ1(T)∩σea(T)]∪ [acc{λ ∈C∶des(T-

λI)=∞}∩σab(T)]∪ {λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}显然成立.
(2)设σ0(T)≠Ø.只需证σb(T)⊆[σ1(T)∩σea(T)]∪[acc{λ∈C∶des(T-λI)= ∞}∩σab(T)].
首先断言1 {λ∈isoσ(T)∶n(T-λI)< ∞}⊆σ0(T).
事实上,取λ1∈σ0(T),λ2∈{λ∈isoσ(T)∶n(T-λI)<∞}.令σ1={λ1},σ2={λ2},σ3=σ(T),{λ1,

λ2}.则σi(1⩽i⩽3)均为σ(T)的闭开子集.此时由文献[9]中定理2.10可知T 可表示为

T=
T1 0 0
0 T2 0
0 0 T3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

其中σ(Ti)=σi(i=1,2,3).令f(z)=(z-λ1)(z-λ2),则

f(T)=
f(T1) 0 0
0 f(T2) 0
0 0 f(T3)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

  由谱映射定理可知σ(f(T1))=σ(f(T2))={0},且0∉σ(f3(T)).显然0∈isoσ(f3(T)).
又因为f(T)=(T-λ1I)(T-λ2I)且{0}≠N(T-λ1I)⊆N(f(T)),所以n(f(T))>0,即0∈

π00(f(T)).由f(T)∈ (R)可知f(T)为Browder算子.于是T-λ2I为Browder算子,即λ2∉σb(T).断
言1成立.

断言2 σb(T)=σab(T).
σb(T)⊇σab(T)显然成立,下证σb(T)⊆σab(T).取λ3 ∈σ0(T),λ4 ∉σab(T).令f(T)=(T -

λ3I)(T-λ4I).则0∈σa(f(T))\σab(f(T)).由f(T)∈ (R)知,f(T)为Browder算子,从而T-λ4I 为

Browder算子,即λ4 ∉σb(T).断言2得证.于是此时acc{λ∈C∶des(T-λI)= ∞}∩σab(T)=acc{λ∈C∶
des(T-λI)=∞}.

则对 ∀λ0 ∉ [σ1(T)∩σea(T)]∪ [acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)].分为两种情况.
情况1 λ0 ∉σ1(T).则n(T-λ0I)< ∞,且存在ò>0,使得当0<|λ-λ0|<ò时,有λ∈ρw(T),

且N(T-λI)⊆ ∩
∞

n=1
R[(T-λI)n].又由λ0∉[acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)]知λ0∉acc{λ∈

C∶des(T-λI)=∞},接下来,类似于定理1的证明可知,λ0 ∈ [isoσ(T)∩ρ(T)].由断言1可知λ0 ∉
σb(T).
  情况2 λ0 ∉σea(T).由λ0∉[acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}]知存在ò>0,使得当0<|λ-λ0|<
ò时,λ∈ρw(T)且des(T-λI)< ∞,故λ0 ∉σb(T).

充分性:分两种情况证明.
情况1 设定理2中(1)成立.
由于 {λ∈isoσ(T)∶n(T-λI)< ∞}∩ {[σ1(T)∩σea(T)]∪ [acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩

σab(T)]}=Ø,于是σ0(T)=σ0T∩σ(T)=Ø.
σb(T)=[σ1(T)∩σea(T)]∪[acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)]∪{λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0}.

根据定理1,T∈ (R).
由σ0(T)=Ø 以及T∈(R)知σa(T)=σab(T)且π00(T)=Ø.由于σa(T)与σab(T)满足谱映射定理[10],
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于是任 给 f ∈ Hol(σ(T)),σa(f(T))=f(σa(T))=f(σab(T))=σab(f(T)).又 由 于 π00(f(T))⊆
f(π00(T))=Ø,则π00(f(T))=Ø.从而σa(f(T))\σab(f(T))=π00(f(T))=Ø,即f(T)∈ (R).

情况2 设定理2中(2)成立.
断言1 σa(T)=σ(T).
由于ρa(T)∩ {[σ1(T)∩σea(T)]∪[acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)]}=Ø,于是ρa(T)⊆

ρb(T).这样可得σa(T)=σ(T).
断言2 {λ∈isoσ(T)∶n(T-λI)< ∞}⊆σ0(T).
由于 {λ∈isoσ(T)∶n(T-λI)< ∞}∩ {[σ1(T)∩σea(T)]∪ [acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩

σab(T)]}=Ø,于是{λ ∈isoσ(T)∶n(T-λI)< ∞}∩σb(T)=Ø,即{λ ∈isoσ(T)∶n(T-λI)<
∞}⊆σ0(T).

任给f∈Hol(σ(T)),设μ0 ∈σa(f(T))\σab(f(T)),令

f(T)-μ0I=(T-λ1I)n1(T-λ2I)n2…(T-λtI)ntg(T), (*)
其中,λi ≠λi(i≠j),g(T)可逆.则λi ∈ρa(T)或λi ∈σa(T)\σab(T).那么由断言1及T ∈ (R)可知

λi ∈ρb(T)(1⩽i⩽t).从而f(T)-μ0I为Browder算子.
对μ0 ∈π00(f(T))且f(T)-μ0I有同(*)的分解形式.不妨设λi∈σ(T),则λi∈isoσ(T).又n(f(T)-

μ0I)< ∞,则n(T-λiI)< ∞.由断言2可知,λi∈ρb(T)(1⩽i⩽t).从而f(T)-μ0I为Browder算子.
这样就证明了任给f∈Hol(σ(T)),σa(f(T))\σab(f(T))=π00(f(T)),于是f(T)∈(R).

类似于推论1以及定理2,可证明下列结论:
推论8 设T∈B(H),则对任意f∈Hol(σ(T)),f(T)∈ (R)当且仅当下列条件之一成立:
(1)σ(T)=[σ1(T)∩σab(T)]∪ [acc{λ ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σc(T)]∪ {λ ∈accσ(T)∶

n(T-λI)=d(T-λI)}∪ {λ∈σ(T)∶n(T-λI)=0};
(2)σb(T)=[σ1(T)∩σab(T)]∪ [acc{λ ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σc(T)]∪ {λ ∈accσ(T)∶

n(T-λI)=d(T-λI)}.
从定理2可以看出,若任给f∈Hol(σ(T)),f(T)均满足(R)性质,则当σ0(T)≠Ø 时,有σb(T)=

[σ1(T)∩σea(T)]∪ [acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}∩σab(T)].
于是可以断言:若任给f∈Hol(σ(T)),f(T)均满足(R)性质,则当σ0(T)≠Ø 时,一定有σab(T)=

σ1(T)∪acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}.
事实上,由定理2的证明可看出,此时σab(T)=σb(T),{λ∈isoσ(T)∶n(T-λI)< ∞}⊆σ0(T),并

且当λ∉σ1(T)∪acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}时,λ∈[{λ∈isoσ(T)∶n(T-λI)<∞}∪ρ(T)].于
是断言成立.

推论9 设T∈B(H),则对任意f∈Hol(σ(T)),f(T)∈ (R)当且仅当下列条件成立:
(1)T∈ (R);
(2)当σ0(T)≠Ø 时,σab(T)=σ1(T)∪acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}.
当σab(T)=σ1(T)∪acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}时,一定有T∈(R).事实上,由ρab(T)∩σ1(T)=

Ø 以及半Fredholm算子摄动定理知σab(T)=σb(T),于是σa(T)\σab(T)⊆σ0(T)⊆π00(T).又因为π00(T)∩
[σ1(T)∪acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}]=Ø 知π00(T)⊆ρab(T).于是π00(T)⊆σ0(T)⊆σa(T)\σab(T).
所以T∈ (R).于是:

推论10 设T∈B(H),则对任意f∈Hol(σ(T)),f(T)∈ (R)当且仅当下列条件之一成立:
(1)σ0(T)=Ø 且T∈ (R);
(2)σ0(T)≠Ø,且σab(T)=σ1(T)∪acc{λ∈C∶des(T-λI)=∞}.
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Thejudgementofproperty(R)foroperatorsandtheirfunctions

HuTianyi,DouYanni

(CollegeofMathematicsandStatistics,ShaanxiNormalUniversity,Xi'an710119,China)

Abstract:LetH beaninfinitedimensionalseparablecomplexHilbertspaceandthetotalityofboundedoperatorsonH
isB(H).σ(T),σab(T)andσa(T)denotethespectrum,theBrowderessentialapproximatespectrumandapproximatepoint
spectrumofT∈B(H)respectively.T∈B(H)satisfiestheproperty(R)ifσa(T)\σab(T)=π00(T),whereπ00(T)= {λ∈
isoσ(T)∶0<n(T-λI)< ∞}.Inthispaper,wegiveanewjudgmentforoperatorsforwhichproperty(R)holdsbymeans
ofthenewspectralset.Inaddition,thenecessaryandsufficientconditionsforoperatorfunctionstosatisfy(R)propertyareex-

plored.

Keywords:property(R);functionofoperator;spectrum
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