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黎曼流形上二次曲率泛函临界度量的刚性结果

黄广月，陈玉

（河南师范大学 数学与信息科学学院，河南 新乡４５３００７）

摘　要：主要研究紧致黎曼流形上有关二次曲率泛函临界度量的刚性结果．使用有关 Ｗｅｙｌ曲率张量的不等
式估计与散度定理，得到了临界度量是Ｅｉｎｓｔｅｉｎ度量以及常截面曲率度量的分类结果．
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中图分类号：Ｏ１８６．１２ 文献标志码：Ａ

设 （Ｍｎ，ｇ）是ｎ维的黎曼流形，其中ｎ３．Ｃａｔｉｎｏ［１］研究了有关二次曲率泛函
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Ｒ２，ｔ∈Ｒ （１）

的一些刚性结果，其中Ｒｉｃ和Ｒ 分别是Ｒｉｃｃｉ曲率和数量曲率．Ｂｅｓｓｅ［２］观察到Ｅｉｎｓｔｅｉｎ度量是Ｆｔ 限制在

Ｍ１（Ｍｎ）上的临界度量，其中Ｍ１（Ｍｎ）是体积为１的度量类空间．但是，临界度量并不都是Ｅｉｎｓｔｅｉｎ度量．自
然的问题是：在什么条件下，Ｆｔ泛函的临界度量是Ｅｉｎｓｔｅｉｎ度量．例如，对于积分条件下的刚性结果，见文献
［３－５］．本文主要研究在Ｃｏｔｔｏｎ张量为零的条件下，临界度量的分类结果．
为了方便定理的陈述，先介绍相关的几何量．利用 Ｗｅｙｌ曲率张量与黎曼曲率张量的关系式：
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其中Ｒｉｊ＝Ｒｉｊ－
１
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满足ｔｒ（Ｒｉｊ）＝０，Ｓｃｈｏｕｔｅｎ张量Ａｉｊ 定义为：
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Ｃｏｔｔｏｎ张量与Ｓｃｈｏｕｔｅｎ张量的关系为：
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从（３）式可以看出：Ｃｏｔｔｏｎ张量关于前两个指标是反对称的，且关于任何两个指标求迹为零．
黎曼度量ｇ是Ｆｔ 在Ｍ１（Ｍｎ）上的临界度量（见文献［１］）当且仅当
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其中λ＝Ｆｔ（ｇ）．特别的，（４）式等价于

ΔＲｉｊ＝（１＋２ｔ）Ｒ，ｉｊ－
１＋２ｔ
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　　定理１　设紧致黎曼流形 （Ｍｎ，ｇ）具有正数量曲率且Ｃｏｔｔｏｎ张量为零，ｇ是在Ｍ１（Ｍｎ）上关于泛函Ｆｔ
的临界度量，其中：
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则Ｍｎ 是Ｅｉｎｓｔｅｉｎ流形．特别的，如果ｎ＝３，则Ｍｎ 的截面曲率为正常数；如果
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则Ｍｎ（ｎ４）的截面曲率为正常数，其中常数Ｃｎ 由（１８）式给出．

注　在文献［６］中，Ｓｈｅｎｇ－Ｗａｎｇ研究了有关Ｂａｃｈ平坦 （即
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Ｃｉｊｋ 知：当ｎ４时，Ｃｉｊｋ＝０等价于 Ｗｅｙｌ曲率张量调和．

定理２　设 （Ｍｎ，ｇ）具有正数量曲率的紧致黎曼流形，ｇ是在Ｍ１（Ｍｎ）上关于泛函Ｆｔ的临界度量．如果
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其中ｔ－
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，Ｆｔ（ｇ）＜｜Ｒｉｊ｜２，则Ｍｎ一定是Ｅｉｎｓｔｅｉｎ流形．特别的，如果ｎ＝３，则Ｍｎ的截面曲率为正常数．

１　主要结果的证明

如果度量ｇ是泛函Ｆｔ 的临界度量，则从（６）式得到
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对（１１）式两边进行积分得

０＝∫Ｍ
｜Ｒｉｊ｜２－∫Ｍ

（２Ｗｉｋｊｌ
ＲｋｌＲｉｊ－

４
ｎ－２

ＲｉｊＲｊｋＲｋｉ＋
２（ｎ－２）＋２ｎ（ｎ－１）ｔ

ｎ（ｎ－１）
Ｒ｜Ｒｉｊ｜２）－

６１ 河南师范大学学报（自然科学版）　　　　　　　　　　　　　　　　２０１９年



（１＋２ｔ）∫Ｍ
Ｒｉｊ，ｊＲ，ｉ＝∫Ｍ

｜Ｒｉｊ｜２－∫Ｍ
（２Ｗｉｋｊｌ

ＲｋｌＲｉｊ－
４

ｎ－２
ＲｉｊＲｊｋＲｋｉ＋

２（ｎ－２）＋２ｎ（ｎ－１）ｔ
ｎ（ｎ－１）

Ｒ｜Ｒｉｊ｜２）－
（ｎ－２）（１＋２ｔ）

２ｎ ∫Ｍ
｜Ｒ｜２， （１２）

其中在第２个等式中使用了Ｒｉｊ，ｊ＝
ｎ－２
２ｎ Ｒ

，ｉ ．因此，得到了下面的结果．

引理１　设 （Ｍｎ，ｇ）是紧致的黎曼流形，ｇ是在Ｍ１（Ｍｎ）上关于泛函Ｆｔ 的临界度量，则
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　　如果Ｃｉｊｋ＝０，则从（３）式知Ｓｃｈｏｕｔｅｎ张量Ａｉｊ 是Ｃｏｄａｚｚｉ张量．因此，
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对（１４）式进行积分得到了下面的结论．
引理２　设 （Ｍｎ，ｇ）是紧致的黎曼流形．如果Ｃｏｔｔｏｎ张量为零，则
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　　为了证明本文的主要定理，还需要下面的两个引理．
引理３［７－８］　设 （Ｍｎ，ｇ）是黎曼流形．对于任意的实常数ρ∈Ｒ，
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　　引理４　设 （Ｍｎ，ｇ）是Ｅｉｎｓｔｅｉｎ流形，其中ｎ４．则
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１
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　　证明　由文献［９－１０］知
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。

∧○ｇ｜－
１

ｎ－１
（２（ｎ－２）＋２ｎ（ｎ－１）ｔ

ｎ ＋

１）Ｒ］｜Ｒｉｊ｜２－
ｎ－２
２ｎ

（（１＋２ｔ）－
ｎ－２
２（ｎ－１）

）｜Ｒ｜２］０， （２１）

这表明Ｒｉｊ＝０且ｇ是Ｅｉｎｓｔｅｉｎ度量．由于Ｒｉｊ＝０，这时（８）式变为：

｜Ｗ｜＜
２

（ｎ－１）（ｎ－２）槡
２（ｎ－２）＋２ｎ（ｎ－１）ｔ

ｎ ＋１（ ）Ｒ． （２２）

因此有

Ｃｎ｜Ｗ｜＜
２

（ｎ－１）（ｎ－２）槡
２（ｎ－２）＋２ｎ（ｎ－１）ｔ

ｎ ＋１（ ）ＣｎＲ． （２３）

如果ｎ＝３，利用３维流形的 Ｗｅｙｌ曲率张量为零可知（２３）式恒成立；如果ｎ４，则在条件（９）式下，

２
（ｎ－１）（ｎ－２）槡

２（ｎ－２）＋２ｎ（ｎ－１）ｔ
ｎ ＋１（ ）ＣｎＲ  １ｎＲ，

恒成立，从而利用（１７）式知 Ｗｅｙｌ曲率张量也为零．因此，利用（２）式知Ｍｎ 的截面曲率是正常数．
这完成了定理１的证明．
定理２的证明　由（１１）式和（５）式分别得到

Δ｜Ｒｉｊ｜２＝２｜Ｒｉｊ｜２＋２（１＋２ｔ）ＲｉｊＲ，ｉｊ－
４（ｎ－２）＋４ｎ（ｎ－１）ｔ

ｎ（ｎ－１）
Ｒ｜Ｒｉｊ｜２＋

８
ｎ－２

ＲｉｊＲｊｋＲｋｉ－４Ｗｉｋｊｌ
ＲｋｌＲｉｊ，
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ΔＲ２＝２｜Ｒ｜２＋２ＲΔＲ＝２｜Ｒ｜２＋
２（ｎ－４）

ｎ＋４（ｎ－１）ｔ
Ｒ｜Ｒｉｊ｜２＋

２（ｎ－４）（１＋ｎｔ）
ｎ［ｎ＋４（ｎ－１）ｔ］

Ｒ３－
２（ｎ－４）λ

ｎ＋４（ｎ－１）ｔ
Ｒ．

由于对于任意的两个函数ｕ，ｖ，Δ
ｕ
ｖ（ ）＝１ｖΔｕ－ｕｖ２Δｖ－２ ｕ

ｖ（ ）ｌｎ　ｖ，因此
Δ
｜Ｒｉｊ｜２

Ｒ２（ ）＝１Ｒ２Δ｜Ｒｉｊ｜２－｜
Ｒｉｊ｜２

Ｒ４ ΔＲ２－２
｜Ｒｉｊ｜２

Ｒ２（ ）ｌｎ（Ｒ２）＝２Ｒ２｜Ｒｉｊ｜２－
２
Ｒ４｜

Ｒ｜２｜Ｒｉｊ｜２＋
２（１＋２ｔ）
Ｒ２

ＲｉｊＲ，ｉｊ－２
｜Ｒｉｊ｜２

Ｒ２（ ）ｌｎ（Ｒ２）＋ ８
（ｎ－２）Ｒ２

ＲｉｊＲｊｋＲｋｉ－

４
Ｒ２
Ｗｉｋｊｌ

ＲｋｌＲｉｊ＋
２（ｎ－４）λ

（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）
｜Ｒｉｊ｜２

Ｒ３ －
２（ｎ－４）

（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）
｜Ｒｉｊ｜４

Ｒ３ －

４（ｎ－２）＋４ｎ（ｎ－１）ｔ
ｎ（ｎ－１） ＋

２（ｎ－４）（１＋ｎｔ）
ｎ（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）［ ］｜Ｒｉｊ｜２Ｒ ＝

２
Ｒ４｜

ＲＲｉｊ，ｋ －Ｒ，ｋ
Ｒｉｊ｜２－

｜Ｒｉｊ｜２

Ｒ２（ ）ｌｎ（Ｒ２）＋
８

（ｎ－２）Ｒ２
ＲｉｊＲｊｋＲｋｉ－

４
Ｒ２
Ｗｉｋｊｌ

ＲｋｌＲｉｊ＋
２（１＋２ｔ）
Ｒ２

ＲｉｊＲ，ｉｊ－

４（ｎ－２）＋４ｎ（ｎ－１）ｔ
ｎ（ｎ－１） ＋

２（ｎ－４）（１＋ｎｔ）
ｎ（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）［ ］｜Ｒｉｊ｜２Ｒ ＋

２（ｎ－４）λ
（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）

｜Ｒｉｊ｜２

Ｒ３ －
２（ｎ－４）

（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）
｜Ｒｉｊ｜４

Ｒ３
． （２４）

令ｆ＝ｌｎ　Ｒ２，ｕ＝
｜Ｒｉｊ｜２

Ｒ２
，则（２４）式等价于

Δ（－ｆ）ｕ＝
２
Ｒ４｜

ＲＲｉｊ，ｋ －Ｒ，ｋ
Ｒｉｊ｜２＋

８
（ｎ－２）Ｒ２

ＲｉｊＲｊｋＲｋｉ－
４
Ｒ２
Ｗｉｋｊｌ

ＲｋｌＲｉｊ＋

２（１＋２ｔ）
Ｒ２

ＲｉｊＲ，ｉｊ－
４（ｎ－２）＋４ｎ（ｎ－１）ｔ

ｎ（ｎ－１） ＋
２（ｎ－４）（１＋ｎｔ）
ｎ（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）［ ］｜Ｒｉｊ｜２Ｒ ＋

２（ｎ－４）λ
（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）

｜Ｒｉｊ｜２

Ｒ３ －
２（ｎ－４）

（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）
｜Ｒｉｊ｜４

Ｒ３
．

对上式两边关于加权测度ｅ　ｆｄＶ 进行积分，得

０＝∫Ｍ

２
Ｒ４｜

ＲＲｉｊ，ｋ －Ｒ，ｋ
Ｒｉｊ｜２＋

４
Ｒ２
（－Ｗｉｋｊｌ

ＲｋｌＲｉｊ＋
２

ｎ－２
ＲｉｊＲｊｋＲｋｉ）（ －

２（ｎ－４）
（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）

｜Ｒｉｊ｜４

Ｒ３ ＋
２（ｎ－４）λ

（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）
｜Ｒｉｊ｜２

Ｒ３ －［
４（ｎ－２）＋４ｎ（ｎ－１）ｔ

ｎ（ｎ－１） ＋

２（ｎ－４）（１＋ｎｔ）
ｎ（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）

］｜
Ｒｉｊ｜２

Ｒ －
（ｎ－２）（１＋２ｔ）

ｎ ｜Ｒ｜２　Ｒ－２）ｅ　ｆ， （２５）

其中使用了有关加权测度的散度定理：

∫Ｍ

２（１＋２ｔ）
Ｒ２

ＲｉｊＲ，ｉｊｅ　ｆ ＝２（１＋２ｔ）∫Ｍ
ＲｉｊＲ，ｉｊ＝－

（ｎ－２）（１＋２ｔ）
ｎ ∫Ｍ

｜Ｒ｜２　Ｒ－２ｅ　ｆ．

当ｔ－
１
２
，对（２５）式利用具有ρ＝

２
ｎ－２
的不等式（１６）得

０∫Ｍ
－
４
Ｒ２

ｎ－２
２（ｎ－１）槡 Ｗ ＋

２
２槡ｎ（ｎ－２）

Ｒｉｃ
。

∧○ｇ ＋
２（ｎ－４）

（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）
λ－｜Ｒｉｊ｜２

Ｒ３
烄

烆
－

４（ｎ－２）＋４ｎ（ｎ－１）ｔ
ｎ（ｎ－１） ＋

２（ｎ－４）（１＋ｎｔ）
ｎ（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）［ ］１Ｒ）｜Ｒｉｊ｜２ｅ　ｆ． （２６）
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当ｔ－
１
２
时，

２（ｎ－４）
ｎ＋４（ｎ－１）ｔ＜

０，

４（ｎ－２）＋４ｎ（ｎ－１）ｔ
ｎ（ｎ－１） ＋

２（ｎ－４）（１＋ｎｔ）
ｎ（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）＜

０．

因此当满足（１０）式时

０∫Ｍ
－
４
Ｒ２

ｎ－２
２（ｎ－１）槡 Ｗ ＋

２
２槡ｎ（ｎ－２）

Ｒｉｃ
。

∧○ｇ ＋
２（ｎ－４）

（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）
λ－｜Ｒｉｊ｜２

Ｒ３
烄

烆
－

４（ｎ－２）＋４ｎ（ｎ－１）ｔ
ｎ（ｎ－１） ＋

２（ｎ－４）（１＋ｎｔ）
ｎ（ｎ＋４（ｎ－１）ｔ）［ ］１Ｒ）｜Ｒｉｊ｜２ｅ　ｆ ０， （２７）

从而得到Ｒｉｊ＝０，即Ｍｎ 是Ｅｉｎｓｔｅｉｎ流形．
因此完成了定理２的证明．
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