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奇异摄动的扩散系统弱收敛意义下的平均化原理:
直接平均法的概述与进展

吴付科

(华中科技大学 数学与统计学院,武汉430074)

摘 要:主要介绍了建立奇异摄动的扩散系统的随机平均化原理的直接平均方法和当前的进展,这种方法主

要基于鞅问题和弱收敛.最后一部分也介绍了这种方法当前在奇异摄动的延迟和泛函系统的随机平均化原理中的进

展和困难.
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1 介 绍

2021年诺贝尔物理学奖的3位科学家都是因为在复杂物理系统方面的开创性贡献摘得桂冠,这显示复

杂系统的研究对于人们认识真实世界的重要意义.大量的复杂系统的“复杂度”往往来自随机因素、时间延迟

和多尺度的影响.对于不同的时间尺度关联起来的复杂系统,在数学建模中,需要在方程中引入一个或多个

小参数来描述(两时间尺度或多时间尺度),此时系统由变化快慢不同的系统耦合而成,称为奇异摄动系统

(或多时间尺度系统),长期以来都是理论研究和应用的重点研究对象,在大气物理(即2021年诺贝尔奖获得

者的重要成果)、控制工程、工业制造和多智能体等领域具有广泛的应用.当将不确定性引入奇异摄动系统中

之后,称为奇异摄动的随机系统,往往由带有一个或多个小参数的随机微分方程来描述.如果考虑的是白噪

声的干扰,则称为奇异摄动的扩散系统,往往由如下带有小参数ε的快-慢耦合方程来描述:
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由于小参数ε的影响,可以看出此处Xε
1(·)∈R表示慢变量,Xε

2(·)∈R表示快变量.
大量的复杂系统其实都包含“快”和“慢”运动的部分,例如,大脑的学习过程就含有两尺度现象:从快的

神经活动(大概几毫秒)到相对慢的突触的可塑性(大概几分钟到几小时),考虑到传输过程的不确定性,在文

献[1]中,GALTIER和 WAINRIB利用两时间尺度的随机微分方程来描述如下一个神经网络的学习模型:

Ξ̇ε(t)=G(Ξε(t),vε(t)),

dvε(t)=
1
ε
[f(Ξε(t),vε(t))+u(t)]dt+
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此处vε∈Rn 表示n个神经元的快速变化,Ξε(t)∈Rn×n 是神经元之间的连接矩阵,由于可塑性,它是缓慢变

化的,u 表示外部输入.因这类奇异摄动的扩散系统具有广泛的应用,因此被很多学者研究,见文献[2-9]等.
由于奇异摄动的扩散系统往往非常复杂而导致难以处理,研究者往往考虑当ε→0时的极限系统,例如文献

[2-6,8-15]等,这个过程称为随机平均化.通过随机平均化原理得到的极限系统(也称为平均系统)往往比

原始系统简单,一般可以通过较为简单的极限系统得出可行的控制策略,并应用于原始的奇异系统,往往可

以得出理想的控制结果.
随机平均化原理的建立主要有几种方法,其中之一是通过相应的密度函数所满足的Kolmogorov-Fok-

ker-Planck方程的渐进展开[4,11-12],比如在合适条件下,对于方程(1)的解过程的密度函数所满足的 Kol-
mogorov-Fokker-Planck方程进行渐近展开,然后让小参数ε 趋于零,可以得出一个极限的 Kolmogorov-
Fokker-Planck方程,此极限即为(1)所对应的极限系统的解过程所对应的密度函数,这就建立了相应的平均

化原理[4].由于是密度函数的收敛,所以是概率意义下的,这种收敛是一种弱收敛.最后的结果具体可以表示

为:当ε→0,快变部分被平均掉,慢变部分Xε
1(·)弱收敛到一个极限X(·),其满足如下随机微分方程:

dX(t)=h1(X(t))dt+ζ1(X(t))dw(t), (3)

此处h1(x1)=∫h1(x1,x2)μ
x1(dx2),ζ21(x1)=∫ζ2

1(x1,x2)μ
x1(dx2)是h1(x1,x2)和ζ2

1(x1,x2)关于

μ
x1(·)的平均,而μ

x1(·)是如下凝固方程dXx1
2 (t)=h2(x1,Xx1

2 (t))dt+ζ2(x1,Xx1
2 (t))dw2(t)的不变测

度,在此方程中,x1 是一个凝固变量,在考虑方程时,将其看作参数.方程(3)比原方程简单,容易处理,因此

往往看作为原系统的极限近似方程,而由于其系数来自于原始奇异方程系数的平均,又称为平均方程.
另一种方法基于Poisson方程,由PARDOUX和VERETENNIKOV在3篇文章中讲述[14],主要是基

于Poisson方程解的增长的有界性,本质也是通过鞅问题的收敛性来建立随机平均化原理,由于随机微分方

程所对应的鞅问题的解与弱解等价,因此这种方法也是一种弱收敛方法.
第三种方法则是直接建立鞅过程的收敛性,其中主要有两种方法可以实现,第一种是摄动函数的验证方

法;另一种是直接平均的方法[16-17],主要基于中心极限定理或遍历性定理等,本文主要基于近期随机过程理

论的发展,在此基础上回顾和全面整理直接平均法和这类方法在有延迟进入的时候遇到的困难和当前的一

些进展.
本文主要考虑如下奇异摄动的扩散过程:

dxε(t)=b(xε(t),ξε(t))dt+ψ(xε(t),ξε(t))dw1(t),
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1
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其中初始值x(0)∈Rn,ξ(0)∈Rm,b=(b1,b2,…,bn)':Rn×Rm →Rn,ψ=[ψij]n×l1
:Rn×Rm →Rn×l1,h=

(h1,h2,…,hm)':Rn ×Rm →Rm,ϕ=[ϕij]m×l2
:Rn×Rm →Rm×l2,w1(t)和w2(t)是两个独立的标准布朗运

动,分别取值于Rl1 和Rl2.

2 一些记号和假设

在本文中,Rn 表示n 维欧几里得空间,相应的欧几里得范数为|·|.对于向量或者矩阵Ψ,Ψ'表示其转

置,对于矩阵Ψ,|Ψ|= Tr(Ψ'Ψ)定义其迹范数.对于事件A,A 表示对立事件.对于a,b∈Rn,<a,b>=a'b
表示它们的内积.在本文中,K 表示一个通用常数,它的具体取值是不重要的,在不同的地方可能不同,所以

K+K=K 和KK=K 等表达是不言自明的,同样,Kα 表示一个依赖于参数α的通用常数,文章中ε>0表

示小参数.
文中x(t)表示一个随机过程,用Fx

t =σ{x(s):s⩽t}定义由x(s)生成的σ-代数流,Ex
t 表示相应的

σ 代数Fx
t 条件下的期望,对于依赖于小参数ε的随机过程ξε(·)和xε(·),定义Ft

ε 为由{ξε(s),xε(s):s⩽t}

产生的σ-代数,且Eε
t 表示相应的条件期望.在本文中,也用Fε

ti
表示对于固定的ti,{ξε(ti),xε(ti)}所产生的

σ-代数.定义C∞
0 (Rn;R)为定义在Rn 上的一类充分光滑且带有紧支撑的函数.
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现在来回顾鞅方法,用 M定义实值循序可测的函数集合,其在一个关于t的有界集中非零,也定义 M的

如下子集合:

Mε ={f∈M∶sup
t

E|f(t)|< ∞ 且f(t)是Fε
t-可测的}. (5)

根据文献[16,18],回顾如下p-lim和算子L̂ε 的定义:
定义1 对任意的δ>0,f,fδ ∈Mε,称f=p-limδfδ 当且仅当

sup
t,δ

E|fδ(t)|< ∞,

lim
δ→0

E|fδ(t)-f(t)|=0对任意的t.{
  这个定义说明对任意δ>0且fδ ∈ε,如果f(·)=0几乎处处成立,则p-limδfδ =0.

定义2 D(̂Lε)为L̂ε 的定义域,对于f(·)∈D(̂Lε),对于f,g∈Mε,如果p-lim
δ↓0
(
Eε

tf(t+δ)-f(t)
δ -

g(t))=0,则说L̂εf=g.
因此L̂ε 是一类无穷小算子,下面的引理来自文献[18]:

引理1 如果f∈D(̂Lε),那么Mf(t)=f(t)-∫
t

0
L̂εf(u)du 是一个鞅,等价于

Eε
t[f(t+s)-f(t)-∫

t+s

t
L̂εf(u)du]=0, w.p.1. (6)

3 鞅问题与弱收敛

根据引理1给出奇异摄动的扩散系统(4)的鞅收敛问题.在合适条件下,对于任意的V∈C∞
0 (Rn;R),利

用Itô公式可知

Mε,N
V (t)∶=V(xε(t))-V(x(0))-∫

t

0
Lε(xε(s),ξε(s))V(xε(s))ds=

∫
t

0
Vx(xε(s))ψ(xε

s,ξε(s))dw2(s) (7)

是一个鞅过程,此处

Lε(xε(s),ξε(s))V(xε(s))=Vx(xε(s))b(xε(s),ξε(s))+
1
2∑

n

i,j=1
ψi(xε(s),ξε(s))ψj(xε(s),ξε(s))V{xixj}(xε(s))

是相应的Itô微分算子.
如果能够证明{xε(·)}0<ε⩽1在空间C([0,T];Rn)中是胎紧的,则通过Prohorov定理[19],它也是序列紧

的,则知道存在x ∈C([0,T];Rn)和子序列{εn}n⩾1 满足当n → ∞ 时,εn →0,且xεn⇒x.进一步通过

Skorohod表示定理,可以假设这个收敛是几乎处处的.然后来确定x(t)所满足的方程.

根据鞅过程的定义,对于t>s,E[Mεn
V (t)|F

xεn

s ]=Mεn
V (s),对于(38)式,这等价于

Exεn

s [V(xεn(t))-V(xεn(s))-∫
t

s
Lεn(xεn(u),ξ

εn(u))V(xεn(u))du]=0.

根据条件期望的定义再给出上式一个等价表示:根据σ-代数意义下条件期望的定义,对于任意的事件A ∈

F
xεn

s
,上式可以等价表示为∫A

[V(xεn(t))-V(xεn(s))-∫
t

s
Lεn(xεn(u),ξ

εn(u))V(xεn(u))du]dP=0,这进

一步等价于

E[1A(V(xεn(t))-V(xεn(s))-∫
t

s
Lεn(xεn(u),ξ

εn(u))V(xεn(u))du)]=0,

此处1A 表示A 的示性函数.由于A∈F
xεn

s
,可以利用A 的任意有限维柱集1A1A2…Ak

来表示,此处k为任意有

限整数,Ai ∈F
xεn

ti
,i=1,2,…,k.由于可以利用有界连续函数来逼近示性函数,所以上式也等价于
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E[h(xεn(ti)∶i⩽k)(V(xεn(t))-V(xεn(s))-∫
t

s
Lεn(xεn(u),ξ

εn(u))V(xεn(u))du)]=0, (8)

此处h(·)是一个有界连续函数.
由于xεn 看成是几乎处处收敛到x,而且函数h(·)和V(·)都是有界连续函数,则通过Lebesgue控制

收敛定理,

E[h(xεn(ti)∶i⩽k)[V(xεn(t))-V(xεn(s))]→E[h(x(ti)∶i⩽k)[V(x(t))-V(x(s))]].(9)

  如果能够通过xεn 几乎处处收敛到x,能够得出存在Itô微分算子L(x(u)),使得在几乎处处意义下,

∫
t

s
Lεn(xεn(u),ξ

εn(u))V(xεn(u))du→∫
t

s
L(x(u))V(x(u))du, (10)

则由Lebesgue控制收敛定理可以得出

Eh(xεn(ti)∶i⩽k)[∫
t

s
Lεn(xεn(u),ξ

εn(u))V(xεn(u))du]→

Eh(x(ti)∶i⩽k)[∫
t

s
L(x(u))V(x(u))du]. (11)

则结合(9)和(11)式得出(8)式的极限可以表示为

E[h(xεn(ti)∶i⩽k)(V(xεn(t))-V(xεn(s))-∫
t

s
Lεn(xεn(u),ξ

εn(u))V(xεn(u))du)]→

Eh(x(ti)∶i⩽k)[V(x(t))-V(x(s))-∫
t

s
L(x(u))V(x(u))du]=0. (12)

这意味着

MV(t)∶=V(x(t))-V(x(0))-∫
t

0
L(x(s))V(x(s))ds

是一个关于σ-代数Fx
t 的鞅过程,所以x(t)是关于Itô微分算子L(·)的鞅解,由鞅解和随机微分方程弱解的

等价性,x(t)也是L(·)所确定的随机微分方程的弱解,这样就确定了x(t).
通过以上对于鞅问题和弱收敛方法的论述可知,如果利用鞅问题来考虑奇异摄动扩散系统的弱收敛方

法,需要获得如下结果:
(1)需要证明 {xε(·)}0<ε⩽1 在空间C([0,T];Rn)中是胎紧的;

(2)在xεn 几乎处处收敛到x 的条件下,证明极限(10)成立.
关于胎紧性的证明,核心思想都来自于泛函分析中的Arzela-Ascoli定理[20](也可看文献[21]).而极限

(10)的计算则需要对于Lεn(xεn(u),ξ
εn(u))中的ξ

εn(u)进行分析.当前常用的方法有摄动验证函数方法和

直接平均法,下面回顾直接平均法.

4 直接平均法

为了证明{xε(·)}0<ε⩽1 在空间C([0,T];Rn)中的胎紧性和计算极限(10),需要一些前提假设,在此处

列出一些常用假设:
(A1)(Lipschitz条件)对任意整数R,存在与R 有关的正常数LR,使得对任意满足|x1|∨|x2|∨

|ξ1|∨|ξ2|⩽R 的x1,x2 ∈Rn,ξ1,ξ2 ∈Rm,有

|h(x1,ξ1)-h(x2,ξ2)|2 ⩽LR(|x1-x2|2+|ξ1-ξ2|2) (13)
和

|b(x1,ξ1)-b(x2,ξ2)|2 ∨|ψ(x1,ξ1)-ψ(x2,ξ2)|2 ⩽LR|x1-x2|2+L|ξ1-ξ2|2 (14)
成立,此处在(14)式中,L 是一个常数.

(A2)(耗散性条件)对任意的x1,x2 ∈Rn 和ξ1,ξ2 ∈Rm,存在λ1,λ2 和L,使得

<ξ1-ξ2,h(x1,ξ1)-h(x2,ξ2)>⩽-λ1|ξ1-ξ2|2+L|x1-x2|2

和

|ϕ(x1,ξ1)-ϕ(x2,ξ2)|2 ⩽λ2(|ξ1-ξ2|2+|x1-x2|2)
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成立.
(A3)(线性增长条件)存在常数L >0使得对任意的x ∈Rn,

|b(x,0)|2 ∨|ψ(x,0)|2 ∨|h(x,0)|2 ⩽L(1+|x|2) (15)
成立.

下面定理建立了原始系统(4)解的存在唯一性、有界性以及慢变过程xε(·)的连续性.
定理1 在假设(A1)~(A3)下,对任意的ε >0,随机微分方程(4)存在一个唯一的强解(xε'(t),

ξε'(t))'.进一步,如果2λ1>λ2,对任意T >0,存在依赖于p,T 和初始值(x'(0),ξ'(0))',但是不依赖于小

参数ε的正常数p>2和Kp,T,使得

E[sup
0⩽t⩽T

|xε(t)|p]⩽Kp,T (16)

和

sup
0⩽t⩽T

E|ξε(t)|p ⩽Kp,T, (17)

也可以得到xε(·)的连续性:

E|xε(t)-xε(s)|p ⩽Kp,T(t-s)p
/2,0⩽s<t⩽T. (18)

  证明 分别证明这3个结论:
第一步:存在唯一性.通过假设(A1)~(A3),容易验证(4)的系数满足局部Lipschitz条件(Lipschitz系

数和小参数ε有关)和单调性条件,根据文献[22]中定理3.5可知,方程(4)存在唯一的全局强解.
第二步:(16)式和(17)式的证明.对于p>2和λ>0,利用Itô公式得出,对于任意的s>0

e
λ
εs[1+|ξε(s)|2]

p
2 =[1+|ξ(0)|2]

p
2 +

λ
ε∫

s

0
e

λ
εu[1+|ξε(u)|2]

p
2du+

p
ε∫

s

0
e

λ
εu[1+|ξε(u)|2]

p-2
2 ·

[ξε(u)]'h(xε(u),ξε(u))du+
p
2ε∫

s

0
e

λ
εu[1+|ξε(u)|2]

p-2
2 |ϕ(xε(u),ξε(u))|2du+

p(p-2)
2ε

·

∫
s

0
e

λ
εu[1+|ξε(u)|2]

p-4
2 |[ξε(u)]'ϕ(xε(u),ξε(u))|2du+Mε(s)⩽ [1+|ξ(0)|2]

p
2 +

λ
ε∫

s

0
e

λ
εu[1+|ξε(u)|2]

p
2du+

p
ε∫

s

0
e

λ
εu[1+|ξε(u)|2]

p-2
2 [ξε(u)]'h(xε(u),ξε(u))du+

p(p-1)
2ε ∫

s

0
e

λ
εu[1+|ξε(u)|2]

p-2
2 |ϕ(xε(u),ξε(u))|2du+Mε(s), (19)

此处Mε(s)是一个满足Mε(0)=0的局部鞅.利用假设(A2)、(A3)和Young不等式,对任意ε1>0,

[ξε(u)]'h(xε(u),ξε(u))⩽-λ1|ξε(u)|2+[ξε(u)]'h(xε(u),0)⩽-λ1|ξε(u)|2+

ε1|ξ
ε(u)|2

2 +|h(xε(u),0)|2

2ε1
⩽ (-λ1+

ε1
2
)|ξε(u)|2+

L
2ε1

|xε(u)|2+
L
2ε1

. (20)

  由假设(A2)和Young不等式可以给出:对于任意ε2>0,

ϕ(xε(u),ξε(u))|2 ⩽|(ϕ(xε(u),ξε(u))-ϕ(0,0)+ϕ(0,0)|
2 ⩽|(ϕ(xε(u),ξε(u))-ϕ(0,0)|

2+
|ϕ(0,0)|

2+2(ϕ(xε(u),ξε(u))-ϕ(0,0))'ϕ(0,0)⩽λ2(|xε(u)|2+|ξε(u)|2)+|ϕ(0,0)|2+

ε2|(ϕ(xε(u),ξε(u))-ϕ(0,0)|
2+
1
ε2

|ϕ(0,0)|
2 ⩽λ2(1+ε2)|ξε(u)|2+

λ2(1+ε2)|xε(u)|2+(1+
1
ε2
)|ϕ(0,0)|

2. (21)

将(20)、(21)式代入(19)式可以得出

e
λ
εs[1+|ξε(s)|2]

p
2 ⩽ [1+|ξ(0)|

2]
p
2 +

p
2ε∫

s

0
e

λ
εs{[-2λ1+(p-1)λ2(1+

ε2)+
2λ
p +ε1][1+|ξε(u)|2]

p
2 +[

L
ε1

+(p-1)λ2(1+ε2)][1+

|ξε(u)|2]
p-2
2 |xε(u)|2+A[1+|ξε(u)|2]

p-2
2 }du+Mε(s), (22)
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此处

A=
L
ε1

+(p-1)(1+
1
ε2
)ϕ(0,0)|

2-[-2λ1+(p-2)λ2(1+ε2)+
2λ
p +ε1]

是一个常数.利用Young不等式,对于任意的ε3,可以得出

[1+|ξε(u)|2]
p-2
2 |xε(u)|2 ⩽

(p-2)ε1ε3
p

[1+|ξε(u)|2]
p
2 +

2

p(ε1ε3)
p-2
2
|xε(u)|p,

这意味着

e
λ
εs[1+|ξε(s)|2]

p
2 ⩽ [1+|ξ(0)|

2]
p
2 +

p
2ε∫

s

0
e

λ
εs{-B[1+|ξε(u)|2]

p
2 +A[1+

|ξε(u)|2]
p-2
2 +[

L
ε1

+(p-1)λ2(1+ε2)]
2

p(ε1ε3)
p-2
2
|xε(u)|p}du+Mε(s), (23)

此处

B=2λ1-(p-1)λ2(1+ε2)-
2λ
p -ε1-

(p-2)Lε3
p -

p-2
p
(p-1)λ2(1+ε2)ε1ε3.

  由于2λ1>λ2,所以能够选择充分小的λ,ε1,ε2和ε3,充分接近于2的p(>2)使得B>0,根据多项式

函数的有界性,存在一个常数K,下面不等式

-B|z|
p
2 +A|z|

p-2
2 <K

成立.因此存在常数K>0使得如下估计成立:

e
λ
εs|ξε(s)|p ⩽e

λ
εs[1+|ξε(s)|2]

p
2 ⩽ [1+|ξ(0)|

2]
p
2 +

p
2ε∫

s

0
e

λ
εs[K +K|xε(u)|p]du+Mε(s)⩽

[1+|ξ(0)|
2]

p
2 +

pK
2λ
[1+sup

0⩽u⩽s
|xε(u)|p][e

λ
εs -1]+Mε(s),

因此

E|ξε(s)|p ⩽E[1+|ξ(0)|
2]

p
2 +

pK
2λ
[1+E(sup

0⩽u⩽s
|xε(u)|p)]⩽

Kp(1+E|ξ(0)|
p)+KpE(sup

0⩽u⩽s
|xε(u)|p). (24)

  另一方面,对任意的p>2,容易观察到

E[sup
0⩽s⩽t

|xε(s)|p]⩽3p-1{E|x(0)|p +E[sup
0⩽s⩽t

|∫
s

0
b(xε(u),ξε(u))du|p]+

E[sup
0⩽s⩽t

|∫
s

0
ψ(xε(u),ξε(u))dw1(u)|p]}. (25)

由假设(A1)和(A3)可以得出|b(x,ξ)|
2 ⩽K(|x|2+|ξ|2+1).因此利用Hölder不等式可以得出

E[sup
0⩽s⩽t

|∫
s

0
b(xε(u),ξε(u))du|p]⩽tp-1∫

t

0
E|b(xε(u),ξε(u))|pdu⩽tp-1Kp∫

t

0
E(|xε(u)|2+

|ξε(u)|2+1)
p
2du⩽Kp,t∫

t

0
[E|xε(u)|p +E|ξε(u)|p +1]du. (26)

通过假设(A1)和(A3),利用Burkholder-Davis-Gundy不等式和Hölder不等式,可以得出

E[sup
0⩽s⩽t

|∫
s

0
ψ(xε(u),ξε(u))dw1(u)|p]⩽KpE|∫

t

0
|ψ(xε(u),ξε(u))|2du|

p
2 ⩽

Kpt
p-2
2∫

t

0
E|ψ(xε(u),ξε(u))|pdu⩽Kp,t∫

t

0
[E|xε(u)|p +E|ξε(u)|p +1]du. (27)

将(25)和(26)式代入(27)式并结合(24)式得出

E[sup
0⩽s⩽t

|xε(s)|p]⩽KpE|x(0)|p +Kp,t∫
t

0
[E|xε(u)|p +E|ξε(u)|p +1]du⩽KpE|x(0)|p +

Kp,t∫
t

0
[E|x0|p +E(sup

0⩽v⩽u
|xε(v)|p)+Kp(1+E|ξ(0)|

p)+KpE(sup
0⩽v⩽u

|xε(v)|p)+
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1]du⩽KpE|x(0)|p +Kp,t∫
t

0
[E|ξ(0)|

p +E(sup
0⩽v⩽u

|xε(v)|p)+1]du.

由Gronwall不等式可以得出:存在常数Kp,T,E[sup
0⩽s⩽T

|xε(s)|p]⩽Kp,T,这就给出了估计(16)式,再结合

(24)式给出估计sup
0⩽s⩽T

E|ξε(s)|p ⩽Kp,T,所以(17)式成立.

第三步:(18)式的证明.对第二步中的p>2,可以得出

E|xε(t)-xε(s)|p ⩽2p-1[E|∫
t

s
b(xε(u),ξε(u))du|p +E|∫

t

s
ψ(xε(u),ξε(u))dw1(u)|p].(28)

  通过Hölder不等式、假设(A3)、(16)和(17)式的估计,可以得出

E|∫
t

s
b(xε(u),ξε(u))du|p ⩽ (t-s)p-1∫

t

s
E|b(xε(u),ξε(u))|pdu⩽

3p-1(t-s)p-1∫
t

s
E[|xε(u)|p +E|ξε(u)|p +1]du⩽Kp,T(t-s)p. (29)

通过假设(A3)、(16)和(17)式的估计,利用文献[22]中定理7.1同样的估计技术,可以得出

E|∫
t

s
ψ(xε(u),ξε(u))dw1(u)|p ⩽ [

p(p-1)
2

]
p
2(t-

s)
p-2
2E∫

t

s
|ψ(xε(u),ξε(u))|pdu⩽Kp,T(t-s)

p
2. (30)

  将(29)和(30)式代入(28)式得出E|xε(t)-xε(s)|p ⩽Kp,T(t-s)
p
2,即为连续性估计(18),这就完

成了本证明过程.
由(16)式中的有界性和(18)式中的连续性,根据Kushner的结论[16],可以得出如下推论:
推论1 在定理1的条件下,{xε(·)}0<ε⩽1 在空间C([0,T];Rn)中是胎紧的.
评论1 在(16)和(17)式的证明中,由于方程(4)的系数与小参数ε有关,而得出的p 阶矩的上界与ε

无关,因此计算与通常情况下的p 阶矩的上界计算不同.
评论2 由于在本定理的结论中,p 阶矩的有界性和连续性关于小参数ε是一致的,所以如果xε(·)→

x(·)几乎处处成立,则从E[sup
0⩽s⩽T

|xε(s)|p]⩽Kp,T 成立,通过Vitali收敛性定理,可以得出极限过程也满

足E[sup
0⩽s⩽T

|xε(t)|p]→E[sup
0⩽s⩽T

|x(t)|p]⩽Kp,T.同样,E|xε(t)-xε(s)|p →E|x(t)-x(s)|p ⩽

Kp,T(t-s)
p
2 也成立,这也说明极限过程x(t)也是p 阶矩的有界和连续的.

根据第3部分的分析,下面需要考虑极限(10)的证明.在极限(10)中,需要考虑快变过程ξε(t).定义

ξε(t)=ξε(εt),则

dξε(t)=h(xε(εt),ξε(t))dt+ϕ(xε(εt),ξε(t))dw2(t), (31)

  此处w2(t)=w2(εt)/ε 也是一个标准的Brown运动.由于当ε充分小时,xε(εt)的变化非常缓慢,因
此考虑如下的近似过程,称之为凝固-x 方程:

dξx(t)=h(x,ξx(t))dt+ϕ(x,ξx(t))dw2(t). (32)

  由假设(A1)和(A2),可以得出关于上面的凝固-x 方程如下结果:
定理2 在假设(A1)和(A2)条件下,凝固-x 方程(32)有一个唯一的全局强解ξx(t),这个解是Fw2

εt-适
应的,而且具有如下性质:

(i)解是一个齐次强 Markov过程;
(ii)E(supt∈[0,T]|ξ

x(t)|2)⩽Kx,T,此处Kx,T 是一个依赖于x 和T 的常数;
(iii)当2λ1 >λ2 时,存在一个指数遍历的不变测度μx(·);

(iv)对于x1,x2 ∈Rn,supt⩾0E|ξ
x1(t)-ξ

x2(t)|2 ⩽K|x1-x2|2,此处K 为常数.
证明 (13)式说明h 满足局部Lipschitz条件,(A2)显示ϕ 满足全局Lipschitz条件,(A2)和(A3)也可

以得出b满足单边线性增长条件,因此根据文献[22]中定理3.6,可以得出凝固-x 方程(32)有一个唯一的全

局强解ξx(t).
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(i)当x 固定时,(32)式是一个自治方程,通过文献[22]中定理9.5,其中利用局部Lipschitz条件和耗散

性条件(A2)代替原结论中的一致Lipschitz条件,可以证明(32)式的解是一个齐次强 Markov过程.
(ii)在解的存在性证明中,ϕ 的全局Lipschitz条件和自治系统说明其也满足线性增长条件,再结合b的

单边线性增长条件,经典的方法就可以得出结论(ii).
(iii)在耗散性条件下,指数遍历的不变测度是一个经典结论,见文献[23]中定理1.5.
(iv)利用Itô公式可以得出

e
(2λ1-λ2)t|ξ

x1(t)-ξ
x2(t)|2=(2λ1-λ2)∫

t

0
e
(2λ1-λ2)|ξ

x1(s)-ξ
x2(s)|2ds+∫

t

0
[e
(2λ1-λ2)s2<ξ

x1(s)-

ξ
x2(s),h(x1,ξ

x1(s))-h(x2,ξ
x2(s))>+‖ϕ(x1,ξ

x1(s))-ϕ(x2,ξ
x2(s))‖2]ds+2∫

t

0
e
(2λ1-λ2)s2<ξ

x1(s)-

ξ
x2(s),ϕ(x1,ξ

x1(s))-ϕ(x2,ξ
x2(s))>dw1(s)⩽ (2L+λ2)∫

t

0
e-(2λ1-λ2)(t-s)ds|x1-x2|2+

2∫
t

0
e
(2λ1-λ2)s2<ξ

x1(s)-ξ
x2(s),ϕ(x1,ξ

x1(s))-ϕ(x2,ξ
x2(s))>dw1(s).

利用假设(A1),(13)式和假设(A2),在上式两边取期望可得

E|ξ
x1(t)-ξ

x2(t)|2 ⩽ (2L+λ2)∫
t

0
e-(2λ1-λ2)(t-s)ds|x1-x2|2 ⩽

2L+λ2
2λ1-λ2

|x1-x2|2. (33)

这完成了证明.

评论3 由结论(iv),可以得出当x1 →x2 时,ξ
x1(t)-ξ

x2(t)
P
→0.

通过不变测度μx,定义

b(x)=∫Rm
b(x,ξ)μx(dξ)和Σ(x)=∫Rm

ψ(x,ξ)ψ'(x,ξ)μx(dξ).

接下来引入如下假设:
(A4)取初始值x0 ∈Rn 与方程(57a)中相同值,假设下面方程

dx(t)=b(x(t))dt+ψ(x(t))dB(t) (34)
有一个唯一的全局弱解(即在分布意义下唯一),此处B(t)是一个标准Brown运动,ψ(·)满足ψ(·)ψ'(·)=
Σ(·).

评论4 一般情况下,方程(34)的存在唯一性不能由假设中的b和ψ的条件得出.像在评论2中讨论的那

样,如果当ε→0时,xε(·)→x(·),可知E[sup
0⩽t⩽T

|x(t)|p]⩽Kp,T,所以b和ψ 满足局部Lipschitz条件,

则方程(34)有一个全局解.由于(14)式意味着b关于x满足局部Lipschitz条件,而且由定理2中的结论(iv),
也能知道不变测度关于x 的Lipschitz条件(不能得出经典的,但是在期望意义下的,如果只考虑解的存在唯

一性是可以的),但是由于ψ不是直接来自于ψ 的平均,所以现有的条件不能完全得出(34)解的存在唯一性.
由于在随机微分方程中,弱解等价于随机微分方程对应的鞅问题的解[19].可叙述方程(34)所对应的鞅

问题的解:对于V ∈C∞
0 (Rd;R),由Itô公式可以得出

MV(t)∶=V(x(t))-V(x(0))-∫
t

0
L(xs)V(x(s))ds=∫

t

0
Vx(x(s))ψ(xs)dB(s) (35)

是一个鞅,此处L(·)是如下的Itô微分算子:

L(xs)V(x(s))=Vx(x(s))b(xs)+
1
2∑

n

i,j=1

ψi(xs)ψj(xs)Vxixj
(x(s)).

所以(34)式弱解的存在唯一性等价于鞅问题(35)解的存在唯一性.
有了(32)式对ξx(·)的分析,可以用来估计极限(10).这个极限估计和极限(12)一起,可以得出xε(·)

弱收敛到x(·),写成如下的定理:
定理3 在假设(A1)~(A4)下,xε(·)弱收敛到x(·),其中的x(·)为随机微分方程(34)的解.
为了证明这个定理,往往需要截断技术,这个方法在奇异摄动理论中经常用到[16].对于任意的N>0,定

义bN(x,ξ)=b(x,ξ)qN(x)和ψN(x,ξ)=ψ(x,ξ)qN(x),此处
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qN(x)=
1, 对x∈SN,

0, 对x∈Rn -SN+1,

光滑, 否则,

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中SN ={x∶|x|⩽N}.选择充分大的N 使得|x(0)|⩽N,考虑如下的截断方程:

dxε,N(t)=bN(xε,N(t),ξ
ε,N(t))dt+ψ

N(xε,N(t),ξ
ε,N(t))dw1(t), (36)

此处ξ
ε,N(t)是方程(57b)的解,其中xε(t)被xε,N(t)所替代,所以在球SN 内,xε,N(t)=xε(t).也定义Ft

ε,N =

σ{ξ
ε,N(s),xε,N(s):s⩽t},相应也可以给出对应的Mε,N 和L̂ε,N .
评论5 由于截断技术,假设(A1)就可以显示bN(·)和ψN(·)实际上满足全局Lipschitz条件,所以

定理1的结论对于截断过程也成立,即xε,N(t)∈C([0,T];SN+1)仍然是胎紧和连续的.
定理3的证明 先证明xε,N(·)弱收敛到xN(·),此处xN(·)是方程(34)对应的截断方程

dxN(t)=bN(xN(t))dt+ψN(xN(t))dB(t) (37)
的解,此 处 bN(x)=b(x)qN(x)和 ψN(x)=ψ(x)qN(x).也 定 义 ΣN(·)=ψN(·)[ψN(·)]' 和

LN(xN(s))V(xN(s))=Vx(xN(s))bN(xN(s))+
1
2∑

n

i,j=1
ψN

i (xN(s))ψN
j(xN(s))Vxixj

(xN(s)).

由第3部分的分析可知存在子序列 {εn}n⩾1 满足当n→∞时,εn →0,使得xεn,N}⇒xN .Skorohod表示

定理意味着可以假设这个收敛是几乎处处的,现在通过鞅问题的极限分析,这个极限xN 就是方程(37)
的解.

对任意函数V ∈C∞
0 (Rn;R),利用关于方程(57a)的Itô公式可知

Mεn,N
V (t)∶=V(xεn,N(t))-V(x(0))-∫

t

0
Lεn,N(xεn,N(s),ξ

εn,N(s))V(xεn,N(s))ds=

∫
t

0
Vx(xεn,N(s))ψN(xεn,N(s),ξ

εn,N(s))dw2(s) (38)

是一个鞅,此处

Lεn,N(xεn,N(s),ξ
εn,N(s))V(xεn,N(s))=Vx(xεn,N(s))bN(xεn,N(s),ξ

εn,N(s))+
1
2∑

n

i,j=1
ψ

N
i (x

εn,N(s),ξ
εn,N(s))ψ

N
j
(xεn,N(s),ξ

εn,N(s))Vxixj
(xεn,N(s)).

根据第3部分的分析,这等价于对任意的k,t,s和s1 <s2 < … <sk <s<t,

E{h(xεn,N(sj),j⩽k)[V(xεn,N(t))-V(xεn,N(s))-

∫
t

s
Lεn,N(xεn,N(u),ξ

εn,N(u))V(xεn,N(u))du]}=0, (39)

此处h(·)是一个有界连续函数.类似于(12)式,

E[h(xεn,N(sj),j⩽k)(V(xεn,N(t))-V(xεn,N(s)))]→
E[h(xN(sj),j⩽k)(V(xN(t))-V(xN(s)))]. (40)

主要的任务是考虑

E[h(xεn,N(uj),j⩽k)∫
t

s
Lεn,N(xεn,N(u),ξ

εn,N(u))V(xεn,N(u))du]

的收敛性估计.
选择充分小的Δ,

E[h(xεn,N(sj),j⩽k)∫
t

s
Lεn,N(xεn,N(u),ξ

εn,N(u))V(xεn,N(u))du]=E[h(xεn,N(sj),j⩽

k)∑
t

lΔ=s∫
(l+1)Δ

lΔ
Lεn,N(xεn,N(lΔ),ξ

εn,N,x
εn,N(lΔ)(u))V(xεn,N(lΔ))du]+E[h(xεn,N(sj),j⩽

k)∑
t

lΔ=s∫
(l+1)Δ

lΔ
Lεn,N(xεn,N

u ,ξ
εn,N(u))V(xεn,N(u))-Lεn,N(xεn,N(lΔ),ξ

εn,N,x
εn,N(lΔ)(u))·

V(xεn,N(lΔ))du]=∶Iεn,N
1 +Iεn,N

2 , (41)
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此处

ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(u)=ξ
εn,N(lΔ)+

1
εn∫

u

lΔ
h(xεn,N(lΔ),ξ

εn,N,x
εn,N(lΔ)(v))dv+

1
εn
∫

u

lΔ
ϕ(x

εn,N(lΔ),ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(v))dw2(v), (42)

这意味着对任意的u∈ [lΔ,(l+1)Δ],xεn,N(lΔ)是凝固的(固定的),然后通过变量代换可以得出

ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(εnu)=ξ
εn,N(lΔ)+

1
εn∫

εnu

lΔ
h(xεn,N(lΔ),ξ

εn,N,x
εn,N(lΔ)(v))dv+

1
εn
∫

εnu

lΔ
ϕ(x

εn,N(lΔ),ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(v))dw2(v)=

ξ
εn,N(lΔ)+∫

u

lΔ
εn

h(xεn,N(lΔ),ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(εnv))dv+

∫
u

lΔ
εn

ϕ(x
εn,N(lΔ),ξ

εn,N,x
εn,N(lΔ)(εnv))dw2(v). (43)

与凝固方程(32)相比,很明显,对于任意u∈ [lΔ,(l+1)Δ],

ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(u)=ξ
xεn,N(lΔ)(u

εn

), (44)

此处ξ
xεn,N(lΔ)(·)就是凝固-x=xεn,N(lΔ)方程(32)的解.根据Lεn,N(·)V(·)的表达,

∫
(l+1)Δ

lΔ
Lεn,N(xεn,N(lΔ),ξ

εn,N,x
εn,N(lΔ)(u))V(xεn,N(lΔ))du=

∫
(l+1)Δ

lΔ
[Vx(xεn,N(lΔ))bN(xεn,N(lΔ),ξ

εn,N,x
εn,N(lΔ)(u))+

1
2∑

n

i,j=1
ψ

N
i (x

εn,N(lΔ),ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(u))ψ
N
j
(xεn,N(lΔ),ξ

εn,N,x
εn,N(lΔ)(u))·

Vxixj
(xεn,N(lΔ))]du=Vx(xεn,N(lΔ))Iεn,N

11 +
1
2∑

n

i,j=1
Iεn,N
12ijVxixj

(xεn,N(lΔ)), (45)

此处

Iεn,N
11 =∫

(l+1)Δ

lΔ
bN(xεn,N(lΔ),ξ

εn,N,x
εn,N(lΔ)(u))du,

Iεn,N
12ij =∫

(l+1)Δ

lΔ
ψ

N
i (x

εn,N(lΔ),ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(u))ψ
N
j
(xεn,N(lΔ),ξ

εn,N,x
εn,N(lΔ)(u))du.

利用变量代换和(44)式可以得出

Iεn,N
11 =εn∫

(l+1)Δ
εn

lΔ
εn

bN(xεn,N(lΔ),ξ
xεn,N(lΔ)(u))du=εn∫

(l+1)Δ
εn

lΔ
εn

bN(xN(lΔ),ξ
xN(lΔ)(u))du+

εn∫
(l+1)Δ
εn

lΔ
εn

[bN(xεn,N(lΔ),ξ
xεn,N(lΔ)(u))-bN(xN(lΔ),ξ

xN(lΔ)(u))]du=∶Iεn,N
11,1 +Iεn,N

11,2 . (46)

利用ξx(·)的遍历性和bN 的定义,当n→ ∞ 时,

Iεn,N
11,1 =Δ

1
Δ/εn∫

(l+1)Δ
εn

lΔ
εn

bN(xN(lΔ),ξ
xN(lΔ)(u))du→bN(xN(lΔ))Δ,a.s.. (47)

由于当n→∞时,xεn,N(lΔ)→xN(lΔ)在几乎处处意义下成立,因此利用定理2中的结论(iv)可以给出(也

就是评论3)ξ
xεn,N(lΔ)(u)-ξ

xN(lΔ)(u)
P
→0.

  注意bN 满足全局Lipschitz条件,利用积分中值定理可以得出,存在u*∈R使得

|Iεn,N
11,2 |=|bN(xεn,N(lΔ),ξ

xεn,N(lΔ)(u*))-bN(xN(lΔ),ξ
xN(lΔ)(u*))|Δ⩽
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KNΔ(‖x
εn,N(lΔ)-xN(lΔ)‖+|ξ

xεn,N(lΔ)(u*)-ξ
xN(lΔ)(u*))|)

P
→0. (48)

由于在几乎处处意义下,xεn,N(lΔ)→xN(lΔ),结合(47)和(48)式可以得出:

Vx(xεn,N(lΔ))Iεn,N
11 -Vx(xN(lΔ))bN(xN(lΔ))Δ

P
→0,a.s.. (49)

  下面估计Iεn,N
12ij .利用变量代换可以给出

Iεn,N
12ij =εn∫

(l+1)Δ
εn

lΔ
εn

ψ
N
i (x

εn,N(lΔ),ξ
xεn,N(lΔ)(u))ψ

N
j
(xεn,N(lΔ),ξ

xεn,N(lΔ)(u))du=

εn∫
(l+1)Δ
εn

lΔ
εn

ψ
N
i (x

N(lΔ),ξ
xN(lΔ)(u))ψ

N
j
(xN(lΔ),ξ

xN(lΔ)(u))du+

εn∫
(l+1)Δ
εn

lΔ
εn

[ψ
N
i (x

εn,N(lΔ),ξ
xεn,N(lΔ)(u))ψ

N
j
(xεn,N(lΔ),ξ

xεn,N(lΔ)(u))-

ψ
N
i (x

N(lΔ),ξ
xN(lΔ)(u))ψ

N
j
(xN(lΔ),ξ

xN(lΔ)(u))]du=∶Iεn,N
12ij,1+Iεn,N

12ij,2. (50)

类似于(47)式,ξx(·)的遍历性和ΣN 的定义给出:当n→ ∞ 时,在几乎处处意义下,

Iεn,N
12ij,1=Δ

1
Δ/εn∫

(l+1)Δ
εn

lΔ
εn

ψ
N
i (x

N(lΔ),ξ
xN(lΔ)(u))ψ

N
j
(xN(lΔ),ξ

xN(lΔ)(u))du→ΣN
ij(x

N(lΔ))Δ. (51)

由于对x∈SN,ψ
N
i (x,ξ)是有界的且满足全局Lipschitz条件,所以对任意的u,

|ψ
N
i(x

εn,N(lΔ),ξ
xεn,N(lΔ)(u))ψ

N
j
(xεn,N(lΔ),ξ

xεn,N(lΔ)(u))-ψ
N
i(x

N(lΔ),ξ
xN(lΔ)(u))ψ

N
j
(xN(lΔ),ξ

xN(lΔ)(u))|⩽

KN(|xεn,N(lΔ)-xN(lΔ)|+|ξ
xεn,N(lΔ)(u)-ξ

xN(lΔ)(u))|)

成立.类似于在(48)式中Iεn,N
11,2 的估计,当n→ ∞,

Iεn,N
12ij,2

P
→0.

与(51)式和几乎处处意义下的xεn,N(lΔ)→xN(lΔ)一起,得出

1
2∑

n

i,j=1
Iεn,N
12ijVxixj

(xεn,N(lΔ))-
1
2∑

n

i,j=1
ΣN

ij
(xN(lΔ))Vxixj

(xN(lΔ))Δ
P
→0. (52)

通过Lebesgue控制收敛定理、(49)和(52)式得出

Iεn,N
1 →E[h(xN(sj),j⩽k)∑

t

lΔ=s
LN(xN(lΔ))V(xN(lΔ))Δ]. (53)

  现在来估计Iεn,N
2 .通过积分中值定理,存在u* ∈ [lΔ,(l+1)Δ],使得

Iεn,N
2 =E{h(xεn,N(sj),j⩽k)∑

t

lΔ=s

[Lεn,N(xεn,N
u* ,ξ

εn,N(u*))V(xεn,N(u*))-

Lεn,N(xεn,N(lΔ),ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(u*))V(xεn,N(lΔ))]Δ}. (54)
由于对u∈ [lΔ,(l+1)Δ],

ξ
εn,N(u)=ξ

εn,N(lΔ)+
1
εn∫

u

lΔ
h(xεn,N

s ,ξ
εn,N(s))ds+

1
εn
∫

u

lΔ
ϕ(x

εn,N(s),ξ
εn,N(s))dw1(s),

且ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(u)满足方程(42),可以得出

ξ
εn,N(u)-ξ

εn,N,x
εn,N(lΔ)(u)=

1
εn∫

u

lΔ
[h(xεn,N

s ,ξ
εn,N(s))-h(xεn,N(lΔ),ξ

εn,N,x
εn,N(lΔ)(s))]ds+

1
εn
∫

u

lΔ
[ϕ(x

εn,N(s),ξ
εn,N(s))-ϕ(x

εn,N(lΔ),ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(s))]dw1(s).

利用Itô公式可以得出

e
2λ1-λ2

εn
u|ξ

εn,N(u)-ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(u)|2=(2λ1-λ2)
1
εn∫

u

lΔ
e
2λ1-λ2

ε s|ξ
εn,N(s)-ξ

εn,N,x
εn,N(lΔ)(s)|2ds+
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1
εn∫

u

lΔ
e
2λ1-λ2

εn
s[2<ξ

εn,N(s)-ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(s),h(xεn,N
s ,ξ

εn,N(s))-h(xεn,N(lΔ),ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(s))>+

‖ϕ(x
εn,N(s),ξ

εn,N(s))-ϕ(x
εn,N(lΔ),ξ

εn,N,x
εn,N(lΔ)(s))‖2]ds+

2
εn
∫

u

lΔ
e
2λ1-λ2

εn
s
2<ξ

εn,N(s)-

ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(s),ϕ(x
εn,N(s),ξ

εn,N(s))-ϕ(x
εn,N(lΔ),ξ

εn,N,x
εn,N(lΔ)(s))>dw1(s).

  利用假设(A1)和(A2),上式两边同时取期望可以得出

E|ξ
εn,N(u)-ξ

εn,N,x
εn,N(lΔ)(u)|2 ⩽ (2L+λ2)

1
εn∫

u

lΔ
e-

2λ1-λ2
εn

(u-s)E‖xεn,N
s -

xεn,N(lΔ)‖2ds⩽
2L+λ2
2λ1-λ2

[ sup
s∈[lΔ,(l+1)Δ]

E‖xεn,N(s)-xεn,N(lΔ)‖2]. (55)

  定义ζΔ=sups∈[lΔ,(l+1)Δ]E‖x
εn,N(s)-xεn,N(lΔ)‖2,由解的连续性可以得出当Δ→0时,ζΔ→0.由于

V∈C∞
0 (Rd;R),再结合假设(A1),可以得出Lεn,N(·,·)V(·)满足全局Lipschitz条件,所以存在常数KN >

0,使得

|Lεn,N(xεn,N
u*
,ξ

εn,N(u*))V(xεn,N(u*))-Lεn,N(xεn,N(lΔ),ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(u*))V(xεn,N(lΔ))|2 ⩽

KN[‖xεn,N
u* -xεn,N(lΔ)‖2+|xεn,N(u*)-xεn,N(lΔ)|2+|ξ

εn,N(u*)-ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(u*)|2].
(56)

利用(18)和(55)式,在上式两边取期望可以得出

E|Lεn,N(xεn,N
u*
,ξ

εn,N(u*))V(xεn,N(u*))-Lεn,N(xεn,N(lΔ),ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(u*))V(xεn,N(lΔ))|2 ⩽

KN[E‖xεn,N
u* -xεn,N(lΔ)‖2+E|xεn,N(u*)-xεn,N(lΔ)|2+E|ξ

εn,N(u*)-ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(u*)|2]⩽

KNζΔ+Kp,N,TΔ+
κ2(2L+λ2)
2λ1-λ2

Δ2
(γ∧γ0)⩽KNζΔ+Kp,N,TΔ

2(γ∧γ0)∧1,

这意味着

E|∑
t

lΔ=s

[Lεn,N(xεn,N
u*
,ξ

εn,N(u*))V(xεn,N(u*))-Lεn,N(xεn,N(lΔ),ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(u*))V(xεn,N(lΔ))]Δ|⩽

∑
t

lΔ=s
E|Lεn,N(xεn,N

u*
,ξ

εn,N(u*))V(xεn,N(u*))-Lεn,N(xεn,N(lΔ),ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(u*))V(xεn,N(lΔ))|Δ⩽

KNζΔ+Kp,N,T
(t-s)Δ

(γ∧γ0)∧1/2.
由于h 是有界函数,因此可以得出

Iεn,N
2 =E[h(xεn,N(sj),j⩽k)∑

t

lΔ=s

[Lεn,N(xεn,N
u*
,ξ

εn,N(u*))V(xεn,N(u*))-

Lεn,N(xεn,N(lΔ),ξ
εn,N,x

εn,N(lΔ)(u*))V(xεn,N(lΔ))]Δ=KNζΔ+Kp,N,T
(t-s)Δ

(γ∧γ0)∧1/2.
将Iεn,N

1 和Iεn,N
2 代入(41)式可以得出

E[h(xεn,N(sj),j⩽k)∫
t

s
Lεn,N(xεn,N(u),ξ

εn,N(u))V(xεn,N(u))du]→E[h(xN(sj),j⩽

k)∑
t

lΔ=s
LN(xN(lΔ))V(xN(lΔ))Δ]+KNζΔ+O(Δ

(γ∧γ0)∧1/2),

这个和(40)式一起给出

0=E{h(xεn,N(sj),j⩽k)[V(xεn,N(t))-V(xεn,N(s))-∫
t

s
Lεn,N(xεn,N(u),ξ

εn,N(u))V(xεn,N(u))du]}→

E{h(xN(sj),j⩽k)[V(xN(t))-V(xN(s))-

∑
t

lΔ=s
LN(xN(lΔ))V(xN(lΔ))Δ]]}+KNζΔ+O(Δ

(γ∧γ0)∧1/2).

最后让Δ→0得到E{h(xN(sj),j⩽k)[V(xN(t))-V(xN(s))-∫
t

s
LN(xN

u)V(xN(u))du]}=0,这说明
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xεn,N(·)弱收敛到xN(·),其中xN(·)就是Itô微分算子LN 的鞅问题的解,这也说明xN(·)是截断方程

(37)的弱解.
最后一步从截断方程回到到原始方程,这个论述类似于文献[16]:对不依赖于小参数ε的初始值x(0)∈

Rn,P(·)和PN(·)分别表示x(·)和截断过程xN(·)所诱导的概率测度,由假设(A4)知,对于初始值x0,
L对应的鞅问题具有唯一解,所以P(·)是唯一的.对任意的T<∞,由方程(34)确定的P(·)的唯一性在球

SN 中与截断方程(37)所确定的PN(·)是相同的.因为当N → ∞ 时,P{supt⩽T|x(t)|⩽N}→1,再结合

xεn,N(·)的弱收敛,可以得出xεn(·)⇒x(·),进一步,唯一性意味着极限不依赖于所选择的子序列{εn}n,这
就完成了这个证明.

5 直接平均法在奇异摄动的延迟和泛函扩散系统中的进展及面临的困难

当考虑时间延迟的影响时,奇异摄动的扩散系统被称为奇异摄动的延迟或泛函扩散系统.当前对于奇异

摄动的延迟或泛函扩散系统的随机平均化原理还没有系统的处理方法,主要原因在于延迟或泛函随机系统

的解不具有 Markov性,这给当前的方法带来极大的困难,比如Kolmogorov-Fokker-Planck方程的建立直

接依赖于 Markov性,Poisson方程方法中椭圆算子的构造如果依赖于延迟或泛函项,则变得难以处理.摄动

的验证函数方法也依赖于泛函或延迟项的求导问题,当前也没有成熟的方法处理.直接平均方法在应用于奇

异摄动的延迟或泛函扩散系统也变得非常困难,但还是一个可以利用的方法.
本文作者和合作者一起考虑了如下奇异摄动的泛函扩散系统[24]:

dxε(t)=b(xε
t,ξε(t))dt+ψ(x

ε
t,ξε(t))dw1(t), (57a)

dξ
ε(t)=

1
εh(xε

t,ξε(t))dt+
1
ε
ϕ(x

ε
t,ξε(t))dw2(t), (57b)

此处初始值ξ(0)∈Rm 和x0∈C([-τ,0];Rn),其中xε
t∶={x

ε(t+θ)∶-τ⩽θ⩽0}称为片段过程或解

映射过程(参考文献[25]),泛函b=(b1,b2,…,bn)'∶C([-τ,0];Rn)×Rm →Rn,ψ=[ψij]n×l1∶C([-τ,

0];Rn)×Rm →Rn×l1,h= (h1,h2,…,hm)'∶C([-τ,0];Rn)×Rm →Rm 和ϕ= [ϕij]m×l2∶C([-τ,0];Rn)×

Rm →Rm×l2,w1(t)和w2(t)仍然定义两个独立的标准Brown运动.在一些合适的条件下,建立了系统(57)
的随机平均化原理,本文与之前的一篇文章(文献[26])的结果相比,本文是快慢耦合的奇异系统,而之前的

文章快系统中不含慢变量.
与没有延迟的奇异摄动的扩散过程的平均化原理相比,由于此时建立的鞅过程同时依赖于解过程xε(t)

和片段过程xε
t,因此需要考虑片段过程的弱收敛问题,也需要指出解过程的分布是片段过程的分布的边际

分布.由片段过程的弱收敛也可以得出解过程的弱收敛,但是在建立胎紧性时,需要考虑空间C([0,T];
C([-τ,0];Rn)),因此需要建立此空间的完备性和可分性等性质.

但是可以观察到的是,在系统(57)中,快系统自己本身不是延迟系统,所以当考虑凝固方程时,凝固方程

本身是一个非延迟的随机微分方程,此时可以通过通常的方法考虑凝固方程的遍历性和参数的连续依赖性

等性质.如果快系统(57b)自己本身也是延迟或泛函系统,则需要通过考虑片段过程来考虑遍历性和对参数

的连续依赖性.由于片段过程是一个函数过程,此时会变得更加困难,而且此时慢系统对于快系统的依赖也

是通过片段过程实现的,在考虑平均系统的时候,系数的平均也是通过片段过程的不变测度实现的,这个可

能需要高度的计算和证明技巧.
值得注意的是,当前奇异摄动的问题在复杂系统的理论发展和实际的跨域无人系统中具有广泛应用,比

如在“机-艇”跨域协同系统中,无人机子群相对速度快,无人艇子群相对速度慢,所以这个跨域无人系统呈

现“快-慢”耦合的特点.由于存在子系统中个体间和两个子系统之间的信息交互的延迟现象和天气、地形等

随机现象的影响,奇异摄动的延迟或泛函扩散系统可以建立更加精确的模型,因此具有重要的理论和实际

意义.
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Theaveragedprincipleofdiffusionsystemswithsingularperturbations
inthesenseofweakconvergence:overviewand
advancementofthedirect-averagingmethod

WuFuke

(SchoolofMathematicsandStatistics,HuazhongUniversityofScienceandTechnology,Wuhan430074,China)

Abstract:Thispapermainlyintroducesthedirect-averagingmethodforstochasticaveragedprincipleofdiffusionsys-
temswithsingularperturbations,whichisbasedonthemartingaleproblemandtheweakconvergence.Finally,theadvances
anddifficultiesofthismethodinstochasticaveragedprincipleofthediffusiondelayandfunctionaldiffusionsystemswithsingu-
larperturbations.
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