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具有无穷磁雷诺数的三维磁微极流体方程的整体适定性

黄华雄,蒲学科

(广州大学 数学与信息科学学院,广州510006)

摘 要:主要研究了具有无穷磁雷诺数的三维磁微极流体方程在T3 上的Cauchy问题的整体适定性,证明了

当初始磁场很接近于背景磁场并且也满足丢番图条件时,该Cauchy问题是整体适定的.
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本文考虑如下的三维磁微极流体方程组

∂tu-(μ+χ)Δu+u·∇u-􀭾B·∇􀭾B+∇(p+
1
2|􀭾B|2)-2χ∇×v=0,

∂tv-γΔv-κ∇∇·v+4χv+u·∇v-2χ∇×u=0,

∂t􀭾B-νΔ􀭾B+u·∇􀭾B-􀭾B·∇u=0,

∇·u=0,∇·􀭾B=0,

ì

î
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(1)

其中,u=u(x,t)是流体速度,v=v(x,t)是微旋转速度,p=p(x,t)∈R是压力项,􀭾B=􀭾B(x,t)是磁场,

(t,x)∈R+×T3.参数μ,χ 和1
ν

分别表示运动黏度、涡流黏度和磁雷诺数,γ 和κ分别表示自旋转黏度.

由方程(1)的模型可知:当􀭾B=0时,方程(1)转化为微极流体方程.微极流体方程模型早在1966年由

ERINGEN[1]引入,并且近年来数学物理学家们对该模型也进行了大量的研究.比如:ZHU[2]分类证明了

三维微极流体方程在Fourier-Besov空间中的适定性和不适定性.LIU等[3]证明了带部分黏度和阻尼的三维

微极流体方程的整体适定性.有关微极流体方程正则性、精确解的求法以及更多具体的性质描述可以查阅文

献[4]以及其中的参考文献.
当v =0且χ =0时,方程(1)转化为磁流体动力学(magnetohydrodynamics,MHD)方程.MHD方程

是由流体速度u(x,t)和磁场􀭾B(x,t)耦合而成.由于它不具有磁微极流体方程中表述微旋转性质的方程,所
以其不能表示与流体的微旋转相关的性质.但 MHD方程本身也具有丰富的性质:它可以用来模拟像等离子

体,液态金属以及盐水等导电流体的磁性.学者们对 MHD方程的适定性、正则性以及衰减性等性质已经进

行了非常广泛的研究.在此只回顾有关于 MHD方程适定性方面的一些结果.比如:LIU等[5]在调幅函数空

间中研究不可压缩 MHD方程的Cauchy问题,分别得到解的局部适定性和整体适定性;WEI等[6]在Sobo-
lev空间中通过构造比较函数证明了不可压缩 MHD方程的整体适定性.CHEN等[7]在 MHD方程带有局部

扩散(分别考虑只含黏性扩散和只含磁扩散的情形)且背景磁场满足丢番图条件下研究解的整体适定性.同时
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文献[7]中指出丢番图条件几乎适用于T3 向量场中所有的向量ω∈T3(除去ω 的分量为有理数或ω 的一个

分量为零的情形).此外感兴趣的读者也可以参考其他学者研究 MHD方程解的适定性结果[8-10].
对于整个磁微极流体系统,我们知道磁微极流体方程是由AHMADI等[11]于1974年引入.磁微极流体

方程理论的提出得益于ERINGEN[1]提出的微极流体方程模型,通过在磁场作用下,研究微极流体所作的微

旋转运动以及磁场与该运动之间的相互影响.在物理上,由于磁微极流体方程涉及物理中的磁场以及微旋转

等特殊性质,所以它的现象非常丰富;而在数学上,由于其可包含 MHD方程以及微极流体方程的情形,故其

结构更复杂.因磁微极流体方程在流体领域中包含的现象足够丰富、性质特别,自该模型提出至今已有大批

的学者对它展开研究.ROJAS-MEDAR使用伽辽金方法推导得到三维磁微极流体方程强解的局部存在性和

唯一性[12].当初始值处于函数空间 Hs(T3),s>
3
2

时,YUAN[13]通过Littlewood-Paley分解的方法建立了强

解的局部存在性.磁微极流体方程的整体适定性是一个重要课题,对磁微极流体方程的整体适定性,当初始

值的 H1 范数足够小时,WANG等[14]用能量方法建立了带混合部分黏度的磁微极流体方程解的整体存在

性.WANG等[15]研究了带混合部分黏度的Cauchy问题,并且得到了经典小解的整体适定性.LIU等[16]证明

了当方程带阻尼时强解的存在唯一性.对于高维(n⩾3)的带分数耗散的磁微极流体方程解的整体适定性.

LIU等[17]研究了分数阶三维磁微极方程,当α=β=γ=
5
4

时,证明了强解的整体存在性.与此同时,把条件

优化后当α⩾
5
4
,α+β⩾

5
2

和3
4⩽2-α⩽γ时,DENG等[18]得到了三维磁微极方程的整体适定性.后来,

对上述的条件继续进行优化,经重新定义后,当α=β=
5
4
,并且γ 降低到1

2
时,YUAN等[19]也得到了三维磁

微极方程的整体适定性.

1 主要结论

假设ω 满足丢番图条件.也即:让ω ∈T3,c>0且r>2;对任意的k∈Z3\{0},有

|ω·k|⩾
c

|k|r. (2)

为方便起见,用B 表示(1)中的扰动(􀭾B-ω),那么扰动(u,v,B)满足的方程为

∂tu-(μ+χ)Δu+u·∇u-B·∇B-ω·∇B+∇(p+
1
2|B|2)+∇(ω·B)-2χ∇×v=0,

∂tv-γΔv-κ∇∇·v+4χv+u·∇v-2χ∇×u=0,

∂tB-νΔB+u·∇B-B·∇u-ω·∇u=0,

∇·u=0,∇·B=0.

ì

î

í
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(3)

这也就是说,当初始条件为

t=0:u=u0(x),v=v0(x),B=B0(x),x∈T3, (4)
将要证明方程(3)的解的整体存在性.

在文章中只研究以下的情形,也即当方程(3)带上初始条件(4)在指定系数ν=0,μ=
3
4
,χ=

1
4
,γ=κ=

1的情形.本文的主要研究结果如下.
定理1 对所有的N⩾4r+7,r>2;现在假设初始值(u0,v0,B0)∈HN(T3)满足

∫T3
u0(x,y,z)dxdydz=∫T3

v0(x,y,z)dxdydz=∫T3
B0(x,y,z)dxdydz=0, (5)

则存在一个足够小的正常数ε,且 ‖u0‖HN +‖v0‖HN +‖B0‖HN ⩽ε.则对任意的t∈[0,+∞),带初始

值(4)的方程(3)有一个整体解(u,v,B)∈C([0,+∞);HN)满足以下不等式 ‖u(t)‖Hr+4+‖v(t)‖Hr+4+

‖B(t)‖Hr+4 ⩽C(1+t)-
3
2,‖u(t)‖HN +‖v(t)‖HN +‖B(t)‖HN ⩽Cε.
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  注1 当初始值(u0,v0,B0)满足式(5),则方程(3)的解将会满足下列的性质.也即:对任意的t∈[0,+

∞),有∫T3
u(t,x,y,z)dxdydz=∫T3

v(t,x,y,z)dxdydz=∫T3
B(t,x,y,z)dxdydz=0.

  注2 丢番图条件(2)能否去掉,依然是一个具有挑战性的问题.

2 预备知识

为简单起见,列举出了一些常用的不等式和结果,它们将在本文的证明过程中反复地被使用.

引理1 如果函数g∈Hs+r(T3)满足∫T3
gdxdydz=0,s∈T,r>2,当ω ∈T3 满足丢番图条件(2)

时,则有

‖g‖Hs ⩽C‖ω·∇g‖Hs+r. (6)

  引理2 让k⩾1,且函数f,h∈Hs(T3),则有

‖fh‖Hk ⩽C(‖f‖L∞‖h‖Hk +‖h‖L∞‖f‖Hk), (7)

‖∇k(fh)-f∇kh‖L2 ⩽C(‖∇f‖L∞‖h‖Hk-1 +‖h‖L∞‖f‖Hk). (8)

  引理3 如果k⩾1,则有

‖B‖Hk-1 ⩽C‖∇k-1B‖L2,‖∇u‖Hk ⩽C‖∇k+1u‖L2. (9)

3 能量估计

当ν=0,μ=
3
4
,χ=

1
4
,γ=κ=1,则方程(3)被简化为

∂tu-Δu+u·∇u-B·∇B-ω·∇B+∇(p+
1
2|B|2)+∇(ω·B)-

1
2∇×v=0,

∂tv-Δv-∇∇·v+v+u·∇v-
1
2∇×u=0,

∂tB+u·∇B-B·∇u-ω·∇u=0,

∇·u=0,∇·B=0.

ì

î

í
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(10)

下面使用L2(T3)内积运算来推导高阶能量估计式,也即引理4.引理4对证明定理1而言是不可缺少的.
引理4 对所有的l∈[0,N],t∈[0,T],则

d
dt
(‖u(t)‖2Hl +‖v(t)‖2Hl +‖B(t)‖2Hl)+‖∇u(t)‖2Hl +‖∇v(t)‖2Hl +‖∇·v(t)‖2Hl ⩽

C(‖u(t)‖H3 +‖v(t)‖H3 +‖B(t)‖H3 +‖u(t)‖2H2 +‖B(t)‖2H2)×
(‖u(t)‖2Hl +‖v(t)‖2Hl +‖B(t)‖2Hl). (11)

  证明 首先,用 (·,·)表示L2(T3)内积.当l=0时,将式(10)和(u,v,B)作L2 内积,得:

1
2
d
dt
(‖u‖2L2 +‖v‖2L2 +‖B‖2L2)+‖∇u‖

2
L2 +‖∇v‖2L2 +‖∇·v‖2L2 +

‖v‖2L2 =∫T3
(∇×u)·vdx. (12)

使用Hölder's不等式和Young's不等式,可得:

∫T3
(∇×u)·vdx⩽ ‖∇×u‖L2‖v‖L2 ⩽

1
4‖∇u‖

2
L2 +‖v‖2L2. (13)

结合式(12)、(13),则有

1
2
d
dt
(‖u‖2L2 +‖v‖2L2 +‖B‖2L2)+

3
4‖∇u‖

2
L2 +‖∇v‖2L2 +‖∇·v‖2L2 ⩽0. (14)

当1⩽k⩽l时,将 ∇k 作用到方程(10),然后再与(∇ku,∇kv,∇kB)作L2 内积,可得:
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1
2
d
dt
(‖∇ku‖2L2 +‖∇kv‖2L2 +‖∇kB‖2L2)+‖∇k+1u‖2L2 +‖∇k+1v‖2L2 +‖∇k(∇·v)‖2L2 +

‖∇kv‖2L2 =-∫T3
∇k(u·∇u)·∇kudx+∫T3

∇k(B·∇B)·∇kudx-∫T3
∇k(u·∇v)·

∇kvdx-∫T3
∇k(u·∇B)·∇kBdx+∫T3

∇k(B·∇u)·∇kBdx+

∫T3
∇k(∇×u)·∇kvdx=∶J1+J2+J3+J4+J5+J6. (15)

接下来,对J1-J6 项分别进行估计.使用Hölder's不等式、式(7)、式(9)和Young's不等式,可得:

|J5|⩽ ‖∇k(B·∇u)‖L2‖∇kB‖L2 ⩽C(‖B‖2L∞ +‖∇u‖L∞)‖∇kB‖
2

L2 +
1
16‖∇

k+1u‖
2

L2.

(16)
与J5 项的估计类似,只需把式(16)中的B 转变为u,可得J1 的估计式

|J1|⩽C(‖u‖2L∞ +‖∇u‖L∞)‖∇ku‖
2

L2 +
1
16‖∇

k+1u‖
2

L2. (17)

使用分部积分有J2=-∫T3
∇k(B ⊗B)·∇k∇udx,使用式(7)和式(9),有

|J2|⩽ ‖∇k(B ⊗B)‖L2‖∇k∇u‖L2 ⩽C‖B‖2L∞‖∇kB‖2L2 +
1
16‖∇

k+1u‖2L2. (18)

由于散度为零,J4项可以改写为J4=-∫T3
(∇k(u·∇B)-(u·∇∇kB))·∇kBdx.利用Hölder's不等式、

式(8)和式(9)、Young's不等式,可得:

|J4|⩽ ‖(∇k(u·∇B)-(u·∇∇kB)‖L2‖∇kB‖L2 ⩽C(‖∇u‖L∞‖∇kB‖L2 +

‖∇B‖L∞‖∇ku‖L2)‖∇kB‖L2 ⩽ ‖∇u‖L∞‖∇kB‖2L2 +
C‖∇B‖L∞(‖∇ku‖2L2 +‖∇kB‖2L2). (19)

对于J3 项的估计,与估计J4 的方法一样,也即有

|J3|⩽ ‖∇u‖L∞‖∇kv‖2L2 +C‖∇v‖L∞(‖∇ku‖2L2 +‖∇kv‖2L2). (20)
对于J6 项的估计,使用Hölder's不等式和Young's不等式,可得:

|J6|⩽ ‖∇k(∇×u)‖L2‖∇kv‖L2 ⩽
1
4‖∇

k+1u‖2L2 +‖∇kv‖2L2. (21)

结合以上的估计式(15)~(21),并使用嵌入不等式,则有:

1
2
d
dt
(‖∇ku‖2L2 +‖∇kv‖2L2 +‖∇kB‖2L2)+

9
16‖∇

k+1u‖2L2 +‖∇k+1v‖2L2 +

‖∇k(∇·v)‖2L2 ⩽C(‖∇u‖H2 +‖∇v‖H2 +‖∇B‖H2 +‖u‖2H2 +‖B‖2H2)×
(‖∇ku‖2L2 +‖∇kv‖2L2 +‖∇kB‖2L2). (22)

最后,结合式(14)和式(22),则可推导出式(11).这就完成了引理4的证明.

4 一个关键的估计

引理5 假设对某些0<δ<1,有 sup
t∈[0,T]

(‖u(t)‖HN +‖v(t)‖HN +‖B(t)‖HN)⩽δ,则

- ∑
0⩽s⩽r+3

d
dt∫T3

∇su·∇s(ω·∇B)dx+
9
16‖ω

·∇B‖2Hr+3 ⩽

Cδ2‖B‖2H3 +(2+Cδ)‖u‖2Hr+5 +
1
4‖∇v‖

2
Hr+3. (23)

  证明 将 ∇s(0⩽s⩽r+3)作用到方程(10)中的第1个式子,然后与 ∇s(ω·∇B)作内积.

‖∇s(ω·∇B)‖2L2 =∫T3
∇s(∂tu)·∇s(ω·∇B)dx-∫T3

∇s(Δu)·∇s(ω·∇B)dx+
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∫T3
∇s(u·∇u)·∇s(ω·∇B)dx-∫T3

∇s(B·∇B)·∇s(ω·∇B)dx-

1
2∫T3

∇s(∇×v)·∇s(ω·∇B)dx=∶K1+K2+K3+K4+K5, (24)

这里用到恒等式 (∇s∇(p+
1
2|B|2),∇s(ω·∇B))=0,(∇s∇(ω·B),∇s(ω·∇B))=0.

使用分部积分并结合式(10)中的第3个方程,则有

K1=∫T3
∇s∂tu·∇s(ω·∇B)dx=

d
dt∫T3

∇su·∇s(ω·∇B)dx-∫T3
∇su·∇s(ω·∇∂tB)dx=

d
dt∫T3

∇su·∇s(ω·∇B)dx+∫T3
∇s(ω·∇u)·∇s(∂tB)dx=

d
dt∫T3

∇su·∇s(ω·∇B)dx-

∫T3
∇s(ω·∇u)·∇s(u·∇B)dx+∫T3

∇s(ω·∇u)·∇s(B·∇u)dx+∫T3
∇s(ω·∇u)·

∇s(ω·∇u)dx=∶
d
dt∫T3

∇su·∇s(ω·∇B)dx+K11+K12+K13.

运用Hölder's不等式、式(7)和嵌入不等式,则

|K11|⩽ ‖∇s(ω·∇u)‖L2‖∇s(u·∇B)‖L2 ⩽Cδ‖u‖2Hs+1.
类似地,有|K12|⩽Cδ‖u‖2Hs+1 以及|K13|⩽C‖(ω·∇u)‖2Hs ⩽ ‖u‖2Hs+1.因此

|K1|⩽
d
dt∫T3

∇su·∇s(ω·∇B)dx+(1+Cδ)‖u‖2Hs+1. (25)

类似地,可以得到

|K2|⩽ ‖∇s+2u‖
2

L2 +
1
16‖∇

s(ω·∇B)‖
2

L2. (26)

|K3|⩽Cδ2‖∇u‖2Hs +
1
16‖∇

s(ω·∇B)‖2L2, (27)

|K4|⩽Cδ2‖B‖2H3 +
1
16‖∇

s(ω·∇B)‖
2

L2, (28)

|K5|⩽
1
4‖∇

s+1v‖2L2 +
1
4‖∇

s(ω·∇B)‖2L2. (29)

联合式(24)~(29),即可推导出式(23).

5 证明主要的定理

假设存在 T >0,方程(10)的唯一解为(u,v,B)∈C([0,T];HN),且对某个0<δ <1,有

sup
t∈[0,T]

(‖u(t)‖HN +‖v(t)‖HN +‖B(t)‖HN)⩽δ.

首先,让式(11)中的l=r+4,然后用常数A 与式(11)相乘;最后把它与式(23)相加,可得:

d
dt
{A(‖u‖2Hr+4 +‖v‖2Hr+4 +‖B‖2Hr+4)- ∑

0⩽s⩽r+3∫T3
∇su·∇s(ω·∇B)dx}+A(‖∇u‖2Hr+4 +

‖∇v‖2Hr+4 +‖∇·v‖2Hr+4)+
9
16‖ω

·∇B‖2Hr+3 ⩽CAδ(‖u‖2Hr+4 +‖v‖2Hr+4)+CA(‖u‖H3 +

‖v‖H3 +‖B‖H3)‖B‖
2
Hr+4 +(2+Cδ)‖u‖2Hr+5 +Cδ2‖B‖2H3 +

1
4‖∇v‖

2
Hr+3, (30)

这里的常数A>1,从式(6)可推导出

‖B‖H3 ⩽C‖ω·∇B‖Hr+3. (31)
对所有的N⩾2r+5,由插值不等式可以推得:

‖B‖Hr+4
2 ⩽ ‖B‖H3‖B‖HN ⩽Cδ‖ω·∇B‖Hr+3. (32)

使用式(32)、Young's不等式和式(31),可得CA‖B‖H3‖B‖
2
Hr+4 ⩽CAδ‖ω·∇B‖2Hr+3.
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现在使用式(32)和 Young's不等式,有 CA(‖u‖H3 + ‖v‖H3)‖B‖
2
Hr+4 ⩽CAδ(‖u‖2Hr+4 +

‖v‖2Hr+4 +‖ω·∇B‖2Hr+3.由∫T3
u(t,x,y,z)dxdydz=∫T3

v(t,x,y,z)dxdydz=0,可推出‖u‖Hr+5 ⩽

C‖∇u‖Hr+4,这就得到CAδ‖u‖2Hr+4 ⩽CAδ‖u‖2Hr+5 ⩽CAδ‖∇u‖2Hr+4.类似地,有CAδ‖v‖2Hr+4 ⩽

CAδ‖∇v‖2Hr+4.定义E(t)=A(‖u‖2Hr+4 +‖v‖2Hr+4 +‖B‖2Hr+4)- ∑
0⩽s⩽r+3∫T3

∇su·∇s(ω·∇B)dx,

G(t)=A(‖∇u‖2Hr+4 +‖∇v‖2Hr+4 +‖∇·v‖2Hr+4)+
9
16‖ω

·∇B‖2Hr+3.现在,让A>1,则有

E(t)⩾ (‖u‖2Hr+4 +‖v‖2Hr+4 +‖B‖2Hr+4). (33)
固定一个足够小的δ>0,则有

d
dtE

(t)+
1
2G
(t)⩽0. (34)

使用插 值 不 等 式,可 得 ‖B‖2Hr+4 ⩽ ‖B‖
1
2
HN‖B‖

3
2
H3 ⩽ Cδ

1
2‖ω· ∇B‖

3
2
Hr+3,因 此 推 得 E(t)⩽

C(‖u‖2Hr+4 + ‖v‖2Hr+4 + ‖B‖2Hr+4)⩽ C‖u‖
1
2
Hr+4‖u‖

3
2
Hr+4 +C‖v‖

1
2
Hr+4‖v‖

3
2
Hr+4 +Cδ

1
2‖ω·

∇B‖
3
2
Hr+3 ⩽ (G(t))

3
4.即,E(t)

4
3 ⩽G(t).最后,结合式(34),可得d

dtE
(t)+cE(t)

4
3 ⩽0,因此

E(t)⩽C(1+t)-3. (35)
让式(11)中的l=N,可知

d
dt
(‖u(t)‖2HN +‖v(t)‖2HN +‖B(t)‖2HN)⩽C(‖u(t)‖H3 +‖v(t)‖H3 +‖B(t)‖H3 +

‖u(t)‖2H2 +‖B(t)‖2H2)×(‖u(t)‖
2
HN +‖v(t)‖2HN +‖B(t)‖2HN). (36)

从式(33)和(35)中,可以得出

∫
t

0
(‖u(s)‖H3 +‖v(s)‖H3 +‖B(s)‖H3 +‖u(s)‖2H2 +‖B(s)‖2H2)ds⩽C.

然后在式(36)中使用Gronwall's不等式,则有

‖u(t)‖2HN +‖v(t)‖2HN +‖B(t)‖2HN ⩽C(‖u0(t)‖2HN +‖v0(t)‖2HN +‖B0(t)‖2HN)⩽Cε2.

让ε足够小,则有Cε⩽
δ
2
,能够把在时间上的局部解扩展为整体解.证毕.
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Globalwell-posednessofthe3Dmagneto-micropolarfluidequations
withinfinitemagneticreynolds

HuangHuaxiong,PuXueke

(SchoolofMathematicsandInformationScience,GuangzhouUniversity,Guangzhou510006,China)

Abstract:Inthispaper,theglobalwell-posednessofCauchyproblemforthe3Dmagneto-micropolarfluidequations
withinfinitemagneticReynoldsnumberisstudied.ItisprovedthattheCauchyproblemintheperiodicdomainT3isglobally
well-posedwhentheinitialmagneticfieldisveryclosetothebackgroundmagneticfieldandsatisfytheDiophantinecondition.

Keywords:magneto-micropolarfluidequations;Diophantinecondition;globalwell-posedness
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Researchonintelligentirrigationsystembasedonhigh-precision
sensorsandconvolutionalneuralnetworks

XuShizhou,LuChenshuo,ZhangMengjie,ChengXiaoxiao,ZhongYiming

(CollegeofElectronicandElectricalEngineering,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

Abstract:Inordertorealizeintelligentandpreciseirrigation,imagerecognitiontechnologybasedonconvolutionalneu-
ralnetworkwasappliedinirrigationsystemwithSTM32asthemaincontrolboard.CombinedwithEC-5soilmoistureand
temperaturesensorstodetectsoilmoistureandreal-timetemperature,imagerecognitiontechnologyisusedtoidentifyplant
leafstatusunderdifferentsoildroughtconditions.Precisionirrigationisachievedbycombiningcropleafstateandsoilmoisture.
ThesoftwaredesignofeachfunctionalmodulewascompletedinKeil5,andthecollecteddatawascomparedwiththevaluesset
throughthemaincontrolboardtorealizepreciseirrigationofplants.Atthesametime,userscanobservethesoilmoistureand

plantstatusinrealtimeonthemobilephone,andcanalsooperateremotelythroughthemobilephone.Thetestshowsthatthis
systemcanrealizethepreciseirrigationofplants.

Keywords:STM32maincontrolboard;convolutionalneuralnetwork;EC-5Soilmoisturesensor;vegetativestate;irrigate
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