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白噪声驱动的立方正色散奥斯特洛夫斯基方程
闫威,张俏俏

(河南师范大学 数学与信息科学学院,河南 新乡453007)

摘 要:主要研究白噪声驱动的奥斯特洛夫斯基方程的柯西问题.当初值u0(·,ω)∈Hs(R)(a.e.ω∈Ω),s⩾
1
4

且Φ ∈L0,s
2 时,初值F0-可测,使用傅里叶限制定理、三线性估计和不动点定理,得到问题的局部适定性.
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本文考虑下列的白噪声驱动的立方正色散奥斯特洛夫斯基方程
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其中,W(t)=
∂B
∂x=∑

∞

j=1
βjej,ej 是L2(R)中的一组标准正交基,(βj)j∈N 是在固定概率空间中相互独立的实

布朗运动的子列,而且它还是在L2(R)中的圆柱形维纳过程.事实上,(1)式与下列方程等价:
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方程(2)是带有随机项ΦdW
(t)
dt

正色散奥斯特洛夫斯基方程
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  文献[1]提出了方程(1).该方程是考虑科旋转液体中弱非线性长波的模型.它描述了在旋转参照系中海

面波在海洋中的传播.事实上,β决定色散的类型,更确切地说,β<0(负色散)是对于海洋中的平面波和内

波,或海底不平坦的浅槽中的平面波,和β>0(正色散)是对于液体表面的毛细管波或等离子体中的斜磁声

波[2-3]).一些人研究过方程(1)的柯西问题[4-6].
目前,白噪声驱动的奥斯特洛夫斯基方程的柯西问题在低正则性空间中还没有被研究.在文献[7]中,

使用傅里叶限制范数方法[8-9],第一作者及其合作者证明了具有正色散的白噪声驱动的二次方程的柯西问

题当初值u0(·,ω)∈Hs(R)(a.e.ω∈Ω),s>-
3
4

是局部适定的.

由文献[2]的命题2.1知,使用空间 Xs,b,b<
1
2

是必要的,简略地说,指数b 代表时间的光滑性,􀭵u=

∫
t

0
U(t-s)ΦdW(s)与布朗运动具有相同的时间规律性.E􀭵u=∫

t

0
U(t-s)ΦdW(s)属于Hb([0,T])其中b<
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1
2.因此,必须考虑空间Xs,b,b<

1
2
,而且必须证明这些空间中项1

3∂x(u3)的三线性估计.

本文的主要研究成果见定理1.

定理1 让u0(x,ω)∈L2(Ω;Hs(R)),其中s⩾
1
4
,Φ∈L0,x

2 ,u0 是F0-可测的,b=
1
2-2ε而且,则

对于a.e.ω ∈Ω,存在一个 Tω >0和(1)式关于[0,Tω]的柯西问题的唯一解满足u ∈C([0,Tω];

Hs(R))∩XTw
s,b .

1 准备工作

在本节中,将回顾一些基本概念和一些不等式,它们在建立主要定理中起到了关键的作用.
1.1 空 间

在本小节中,回顾将用到的一些空间概念.
H 是一 个 希 尔 伯 特 空 间.L0

2(L2(R),H)是 L2(R)到 H 的 Hilbert-Schmidt算 子,其 范 数 是

‖Φ‖2L02(R),H =∑
j∈N

|Φej|2H,Hs(R)是Sobolev空间,其范数是 ‖f‖Hs(R)=‖<ξ>sFxf‖L20(R)
,其中<ξ>s=

(1+ξ2)
s
2 对任意的ξ∈R都成立,Fxu和F-1

xu分别表示u相对于其空间变量的傅立叶变换和傅立叶逆变换.

当 H =Hs(R)时,L0,s
2 =L0

2(L2(R),Hs(R)).ϑ(R2)表示Schwartzspace空间,ϑ'(R2)表示它的对偶

空 间. 函 数 u(x,t) 属 于 Xs,b(R2) 当 且 仅 当 u ∈ ϑ'(R2),‖u‖Xs,b(R
2) =

<ξ>s τ+βξ3+
γ
ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

b

Fu(ξ,τ)
L2τ(R)L

2
ξ
(R)
<∞,对于任意给定的区间L,有Xs,b(R×L)={u=U|R×L∶U∈

Xs,b(R2)}相应地,当L=[0,T],Xs,b(R×L)可以缩写为XT
s,b.

1.2 估 计

在本小节中,给出一些符号和一些Strichartz估计.
符号:用A1|X|⩽|Y|表示X ~Y,其中Aj>0(j=1,2);用|X|>C|Y|表示X ≫Y 其中C(>

2)是某个正常数.Fxu 和F-1
xu 分别表示u 关于所有变量的傅立叶变换和傅立叶逆变换.

在本文中,设 (Ω,F,P)为一个概率空间,它具有数值(Ft)t⩾0 且Ef=∫
Ω

fdP.

假设是一个零均值高斯过程,其协方差函数由下面给出E(B(t,x)B(s,y))=(t∧s)(x∧y),t,x⩾
0,x,y∈R,其中(·,·)表示L2 空间的内积.

W(t)=
∂B
∂x=∑

∞

j=1
βjej 是(W(t))t⩾0 在L2(R)上联系数值(Ft)t⩾0 的一个圆柱形维纳过程,其中(ek)k∈N

是L2(R)中的一组标准正交基,(βk)k∈N 是在空间(Ω,F,P,(Ft)t⩾0)中相互独立的实布朗运动的子列.
此外,始终假设:ψ 是满足0⩽ψ⩽1上的光滑函数,suppψ⊂ [-1,2]且当t∈ [0,1]时,ψ=1.

ψδ(t)=ψ
t
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .ϕ(ξ)=βξ3+

γ
ξ
,σ=τ+ϕ(ξ)且σk =τk +ϕ(ξk)(k=1,2).N =2

γ
3β
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1
2

,

PNu=C∫
|ξ|⩾N

ei
(xξ-tϕ(ξ))Fxu(ξ)dξ.PNu=C∫

|ξ|⩽N

ei
(xξ-tϕ(ξ))Fxu(ξ)dξ.U(t0)=∫R

ei
(xξ-tϕ(ξ))Fxu0(ξ)dξ.

‖f‖Lq
tLp

x =∫
R
∫

R

|f(x,t)|pdx( )
p
q

dt( )
1
q
,‖f‖Lp

xt
=‖f‖Lp

tLp
x
.

引理1(具有正色散的Ostrovsky方程) 若b=
1
2+ε且β>0,γ>0.则对于0⩽s⩽

1
2
,得到

‖IS(u1,u2)‖L2xt
⩽C∏

2

j=1
‖uj‖X0,3+2s4 b

, (4)
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其中FIs(u1,u2)(ξ,τ)=∫
ξ=ξ1+ξ2
τ=τ1+τ2

|ξ21-ξ22|s 1+
γ

3βξ
2
1ξ
2
2

s

Fu1(ξ1,τ1)Fu2(ξ2,τ2)dξdτ1.

对于引理1,可参照文献[10].

引理2(具有正色散的Ostrovsky方程) 若b=
1
2+ε

,则得到

‖u‖L4xt
⩽C∏

2

j=1
‖uj‖X0,34b

, (5)

PND
1
8
xu L4xt

⩽C∏
2

j=1
‖uj‖X0,35b

, (6)

PN∂xu l∞xL2t
⩽C‖u‖X0,b

, (7)

‖PNu‖L2xL
∞
t
⩽C‖u‖X0,b

, (8)

对于引理2,可以参照文献[10]中的引理2.7.

引理3 若u0∈Hs(R),c>
1
2
,0<b<

1
2.则对于t∈[0,T],U(t)u0∈XT

s,c 且存在一个常数k2>

0,使得

U(t)u0 XT
s,c
⩽k2‖u0‖Hs. (9)

  有一个常数C >0使得当t∈ [0,T],f∈XT
s,-b

时,有

∫
T

0
U(t-s)f(s)ds

XT
s,b

⩽CT1-2b‖f‖XT
s,-b

. (10)

  关于引理3的证明,请参考文献[7]中的引理3.1.

引理4 若s∈R,b<
1
2
,Φ ∈L0,s

2 ,且

􀭵u=∫
t

0
U(t-s)ΦdW(s), (11)

则可得

ψ􀭵u∈L2(Ω;Xs,b),E(‖Ψ􀭵u‖
2

Xs,b
)⩽M(b,ψ)‖Φ‖

2

L0,s2
, (12)

其中M(b,ψ)是一个仅依赖于b,‖ψ‖Hb,|t|
1
2ψ L2

,|t|
1
2ψ L∞

的常数.
引理4的证明可以类似于文献[7]中的命题2.1的证明.

2 关于正色散Ostrovsky方程的三线性估计

在这一部分中,会给出一些重要的三线性估计,它们对建立定理1有着非常重要的作用.

引理5 若s⩾
1
4
,b=

1
2-ε且uj(j=1,2,3)∈Xs,b.则有

‖∂x(u1u2u3)‖Xs,b
⩽C∏

3

j=1
‖uj‖Xs,b

. (13)

  证明 定义Fj(ξj,τj)=<ξj>s<σj>bζuj(ξj,τj)(j=1,2,3),F(ξ,τ)=<ξ>s|ξ|-b<σ>-bζu(ξ,τ),为了获

得(13)式,通过对偶性,需要证明

∫
R2
∫

ξ=ξ1+ξ2
τ=τ1+τ2

K1(ξ1,τ1,ξ2,τ2,ξ,τ)|F|∏
3

j=1
|Fj|dξ1dτ1dξdτ⩽C‖F‖L2ξτ ∏

3

j=1
‖Fj‖L2ξτ

. (14)

其中K1(ξ1,τ1,ξ2,τ2,ξ,τ)=
|ξ|<ξ>s

<σ>b∏
3

j=1

<ξj>s<σj>b
.在不失一般性的情况下,假定F⩾0,Fj⩾0(j=1,2,3)且

由对称性有|ξ1|⩾|ξ2|⩾|ξ3|,定义
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D= (ξ1,τ1,ξ2,τ2,ξ,τ)∈R6,ξ=∑
3

j=1
ξj,τ=∑

3

j=1
τj,|ξ3|⩽|ξ2|⩽|ξ1|{ } .

显然地,D=∪
4

j=1
Ωj ,其中

Ω1={(ξ1,τ1,ξ2,τ2,ξ,τ)∈D,|ξ1|⩽8N},
Ω2={(ξ1,τ1,ξ2,τ2,ξ,τ)∈D,|ξ1|⩽8N,|ξ1|⩾4|ξ2|},

Ω3= (ξ1,τ1,ξ2,τ2,ξ,τ)∈D,|ξ2|⩽|ξ1|⩽4|ξ2|,|ξ1|⩽8N,|ξ3|⩽
|ξ2|
4{ },

Ω4= (ξ1,τ1,ξ2,τ2,ξ,τ)∈D,|ξ2|⩽|ξ1|⩽|ξ2|,|ξ1|⩾8N,|ξ3|⩽
|ξ2|
4{ },

对于Ωj(1⩽j⩽4,j∈N)的积分将由Jk(1⩽k⩽4,k∈N)表示.

定义Ffj =
Fj

<σj
>b
(j=1,2,3),Ff=

F
<σ>b

.

(1)Ω1.在这个区域里,因为|ξ3|⩽|ξ2|⩽|ξ1|⩽8N,得到K1(ξ1,τ1,ξ2,τ2,ξ,τ)⩽
C

<σ>b∏
3

j=1

<σj
>b

.

通过应用Plancherel恒等式和赫尔德不等式,(6)式和 3
4
1
2+εæ

è
ç

ö

ø
÷ <

1
2-ε,可得

J1 ⩽C∫
R2
∫

ξ=ξ1+ξ2+ξ3
τ=τ1+τ2+τ3

F∏
3

j=1
Fj

<σ>b∏
3

j=1

<σj
>b
dξ1dτ1dξ2dτ2dξdτ⩽C∫

R2

ff1f2f3dxdt⩽

C‖f‖L2xt∏
3

j=1
‖fj‖L6xt

⩽C‖F‖L2ξτ ∏
3

j=1
fj X0,34

1
2+ε( )

⩽C‖F‖L2ξτ ∏
3

j=1
‖Fj‖L2ξτ

. (15)

  (2)Ω2.因为|ξ1|⩾8N,|ξ1|⩾4|ξ2|,|ξ2|⩽N,得到K1(ξ1,τ2,ξ2,τ2,ξ,τ)⩽
C
<σ>b

|ξ|

∏
3

j=1

<σj
>b
⩽

C
|ξ

2

2-ξ
2

1|
1
2-10ε

∏
3

j=1

<σj
>b

|ξ|
1
4

<σ>b
.

通过应用Cauchy-Schwartz不等式和引理1,得到

J3 ⩽C∫
R2
∫

ξ=ξ1+ξ2+ξ3
τ=τ1+τ2+τ3

|ξ
2

2-ξ
2

1|
1
2-10ε

|ξ|
1
4F∏

3

j=1
Fj

<σ>b∏
3

j=1

<σj
>b

dξ1dτ1dξ2dτ2dξdτ⩽C‖F‖L2ξτ ∏
3

j=1
‖Fj‖L2ξτ

.

  (3)Ω3.当s⩾
1
4
,因为|ξ2|⩾4|ξ3|,得到K1(ξ1,τ1,ξ2,τ2,ξ,τ)⩽C

|ξ2|
3
4

∏
3

j=1

<σj
>b
⩽C

|ξ
2

2-ξ
2

3|
3
8

∏
3

j=1

<σj
>b
,通

过应用Cauchy-Schwartz不等式和引理1,得到

J3 ⩽C∫
R2
∫

ξ=ξ1+ξ2+ξ3
τ=τ1+τ2+τ3

|ξ
2

2-ξ
2

3|
3
8F∏

2

j=1
Fj

∏
3

j=1

<σj
>b

dξ1dτ1dξ2dτ2dξdτ⩽C‖F‖L2ξτ ∏
3

j=1
‖Fj‖L2ξτ

.

  (4)Ω4.当s⩾0时,由于ξ1ξ2 ⩽0,得到K1(ξ1,τ1,ξ,τ)⩽C|ξ1|
1
2+2ε

∏
2

j=1

<σj
>b
⩽C

|ξ
2

2-ξ
2

1|
1
4+ε

∏
2

j=1

<σj
>b

.
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这个情况的证明与Ω4 的证明形似.
从而得到引理5的证明.

3 局部适定性

在这一部分,受文献[11-12]的启发,证明定理1.

若z(t)=U(t)u0,􀭵u=∫
t

0
U(t-s)ΦdW(s).定义停止时间Tw 通过

Tw =infT >0,CT1-2b(‖u0‖Hs +‖􀭵u‖ŻT
s,b,b

+1)2 ⩾
1
4{ } . (16)

从引理4,引理5,得到

‖􀭵u‖ŻT
s,-b,b

<C(ω). (17)

几乎可以确定ω∈Ω.

此外,因为b=
1
2-ε,‖􀭵u‖ŻT

s,-b,b
几乎可以确定是关于T 是连续的.下面几乎可以确定Tw >0.因为

‖􀭵u‖ŻT
s,-b,b

是FT 可测的,Tw 是停止时间.
(1)式的解和下列积分方程的解是等价的

u(t)=U(t)u0+
1
3∫

t

0

U(t-s)∂x(u3)ds+∫
t

0

U(t-s)ΦdW(s), (18)

且ν(t)=u(t)-z(t)-􀭵u.则,得到

ν(t)=u(t)-z(t)-􀭵u=
1
3∫

t

0

U(t-s)∂x(ν+z(t)+􀭵u)2ds. (19)

定义

G(ν)=
1
3∫

t

0

U(t-s)∂x(ν+z(t)+􀭵u)3ds, (20)

BTw = ν∈􀭾Z
T(ω)

s,-b,b‖ν‖􀭾ZT(ω)
s,-b,b

⩽1{ } . (21)

通过应用引理1至引理5,得到

G(ν)XT
s,b
⩽
1
3∫

t

0
U(t-s)∂x(ν-z(t)+􀭵u)3ds

XT
s,b

⩽Cν3+z3+(􀭵u)3+2ν2z+2ν2􀭵u+2z2􀭵u XT
s,-b
⩽

CT1-2b ‖ν3‖XT
s,-b

+‖z(t)3‖XT
s,-b

+‖􀭵u3‖XT
s,-b

+‖νz‖XT
s,-b

+‖ν􀭵u‖XT
s,-b

+‖z􀭵u‖XT
s,-b

( ) ⩽

CT1-2b[‖ν‖3ŻT
s,b,b

+‖z(t)‖
3

XT
s,d

+‖􀭵u‖
3

ŻT
s,-b,b

]⩽CT1-2b(‖ν‖3ŻT
s,-b,b

+‖u0‖
3

Hs +‖􀭵u‖
3

ŻT
s,-b,b

)⩽

CT1-2b(1+‖u0‖Hs +‖􀭵u‖ŻT
s,-b,b

)3. (22)

结合(21)、(22)式,得到

G(ν)̇ZT
s,-b,b

⩽CT1-2b(1+‖u0‖Hs +‖􀭵u‖ŻT
s,-b,b

)3 ⩽1. (23)

相似地,得到

‖G(ν1)-G(ν2)‖ŻT
s,-b,b

⩽CT1-2b‖ν1-ν2‖ŻT
s,-b,b

×(‖ν1‖
2

ŻT
s,-b,b

+‖ν2‖ŻT
s,-b,b

+‖u0‖
2

Hs +

‖􀭵u‖
2

ŻT
s,-b,b

)⩽CT1-2b‖ν1-ν2‖ŻT
s,-b,b

(1+‖u0‖
2

Hs +‖􀭵u‖
2

ŻT
s,-b,b

)⩽
1
2‖ν1-ν2‖ŻT

s,-b,b
. (24)

因此,G 有一个唯一确定的点,它是ν在区间[0,Tw]满足(1)式的唯一过程.因此,几乎可以确定的是存在一

个解ν,它满足Gν=ν.因此,通过利用类似于(24)式的证明,得到

‖ν1-ν2‖ŻT
s,-b,b

⩽
1
2‖ν1-ν2‖ŻT

s,-b,b
. (25)

因此,可以几乎确定的是ν1=ν2.从(19)式得到u=z(t)+ν+􀭵u,因此,几乎可以确定的是证明了(20)式存
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在一个唯一的解u.但仍然需要证明的是在s⩾
1
4

的空间 Hs(R)所得的解u 是连续的.

因为 ‖z(t)‖XT
s,12+ε

⩽C‖U(t)u0‖XT
s,12+ε

⩽C‖u0‖Hs.因此,z(t)∈C([0,T];Hs(R)).显然地,

‖ν‖XT
s,12+ε

⩽C∫
t

0
U(t-τ)∂x[(ν+z(t)+􀭵u)3]dτ

XT
s,12+ε

⩽C ∂x[(ν+z(t)+􀭵u)3]XT
s,-12+ε

⩽

C ∂x[(ν+z(t)+􀭵u)3]ŻT
s,-b,b

⩽C(1+‖u0‖Hs +C(ω))2 < ∞.

通过利用类似于命题4.7[12]的证明,几乎可以确定􀭵u 的连续性.
证毕.
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WhitenoisedrivencubicOstrovskyequation

YanWei,ZhangQiaoqiao

(CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

Abstract:ThispapermainlystudiedtheCauchyproblemforthewhitenoisedrivencubicOstrovskyequation.When

u0(·,ω)∈Hs(R)(a.e.ω∈Ω),s⩾
1
4

且Φ∈L0,s
2 ,thedataisF0measurable,byusingtheFourierrestrictionnormmethod

andtrilinearestimatesaswellasthefixedpointtheorem,weobtainthelocalwell-posednessresult.

Keywords:Cauchyproblem;cubicOstrovskyequationdrivenbywhitenoise;trilinearestimate
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