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引入地形因素的海洋动力学方程组
整体弱解的稳定性

连汝续,张燕玲,黄兰

(华北水利水电大学 数学与统计学院,郑州450046)

摘 要:研究了引入地形因素和非定常外源强迫的海洋动力学方程组.该方程组是由速度方程、温度方程和盐

度方程耦合而成的.在假设初值具有一定正则性时,使用能量估计方法,证明了给出新盐度边界条件的海洋动力学方

程组初边值问题整体弱解的L1 稳定性和几乎处处稳定性等结论.
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本文研究了引入地形因素和非定常外源强迫的海洋动力学方程组,并证明了整体弱解的L1 稳定性和

几乎处处稳定性等结论.
首先,给出参考文献[1-2]中海洋动力学方程组的具体形式.引入球坐标系 (θ,λ,z,t),其中θ∈ [0,π]

是余纬,λ∈[0,2π]是经度,z∈[-􀭹h,zso]是高度,zso(θ,λ,t)和-􀭹h(θ,λ)分别是海洋表面和海洋底部的海

拔高度,t是时间.再给出海水密度、海水温度和盐度的状态方程:

ρ=ρ0(1-αT(T-T0)+αS(S-S0)), (1)

其中αT 和αS 是两个正常数,T0 是某个定常的温度,S0 是某个定常的盐度,并且当T=T0 和S=S0 时,有

ρ=ρ0,其中ρ0 是常数.

接下来引入参考标准温度􀮃T(z),参考标准盐度􀭾S(z),参考标准密度􀭴ρ(z)及海洋表面的海拔高度􀭹zso,
并假设满足如下条件:

􀭴ρ(z)=ρ0(1-αT(􀮃T(z)-T0)+αS(􀭾S(z)-S0)),

d􀭾p
dz=-􀭴ρg,􀭾p|z=zso

=􀭾psa,􀭹zso =0.
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  然后再引入一个地形坐标系(θ,λ,ζ,t),其中ζ=(z-zso)/(zso+􀭹h)∈[-1,0],则系统的区域为:O×
[0,M]∶=OS ×[-1,0]×[0,M]=[0,π]×[0,2π]×[-1,0]×[0,M],M >0.

参考标准温度􀮃T,参考标准盐度􀭾S,参考标准密度􀭴ρ和参考标准压力􀭾p也可以用ζ来表示,那么海水温度

T(θ,λ,ζ,t)等于􀮃T(ζ)+T'(θ,λ,ζ,t),海水盐度S(θ,λ,ζ,t)等于􀭾S(ζ)+S'(θ,λ,ζ,t),海水密度ρ(θ,λ,

ζ,t)等于􀭴ρ(ζ)+ρ'(θ,λ,ζ,t),压力p(θ,λ,ζ,t)等于􀭾p(ζ)+p'(θ,λ,ζ,t),海表的海拔高度zso(θ,λ,t)等

于􀭹zso+z'so(θ,λ,t),那么海洋动力学方程组的未知量就是海水的水平速度V=(νθ,νλ),垂直速度ζ̇,温度偏

差T',盐度偏差S',密度偏差ρ',压力偏差p'和海表的高度偏差z'so.
这些未知量满足如下的海洋动力学方程组:
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其中的参数请参考文献[1-2].􀮃T(ζ)满足􀮃T(ζ)∈W1,∞(0,1),􀮃T(ζ)非负,单调递增且􀮃T(ζ)=O(ζ).􀭹h(θ,

λ)和h*(θ,λ,t)都是地形函数的可允许替代函数,且满足􀭹h(θ,λ),􀭹h-1(θ,λ)∈W1,∞([0,π]×[0,2π]),h*,

h*-1∈W1,2(0,T;W1,∞(OS)).(V* ,̇ζ*)是修正的速度场.可以采用文献[2-3]中的方法得到(V* ,̇ζ*).即

令􀭺V∶=∫
0

-1
V(θ,λ,ζ,t)dζ,然后将h*􀭺V 分解成有辐散部分和无辐散部分,即

h*􀭺V=∇(χ-Φ)+∇Φ+
0 -1
1 0
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∇ψ, (4)

这里ΔΦ=-κ*
0∂h*/∂t,κ*

0 为0或1.同时,取V* =V-(h*)-1(χ-Φ),̇ζ* = -(h*)-1(∫
ζ

-1
∇·(h*V*)ds+

κ*
0h*

t (1+ζ)),并且当ζ=-1,0时,̇ζ* =0.
给出海洋动力学方程组(3)的边界条件如下,其中所有未知量关于θ都以π为周期,所有未知量关于λ

都以2π为周期:

νθζ|ζ= -1=νλζ|ζ= -1=T'ζ|ζ= -1=S'ζ|ζ= -1 =̇ζ|ζ= -1=0,

(kzofVζ +ks1f(|V|)V)|ζ=0=0,(kzofT'ζ +ks2T')|ζ=0=0,

(kzofS'ζ|+ks3(P+R-E)S'+α|V10|3S')|ζ=0=0,

ζ̇|ζ=0=0,p'|ζ=0=κ0􀭴ρsogz'so(θ,λ,t).
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其中V10(θ,λ)和􀭴ρso(θ,λ)分别是距地表10m高风速和参考标准海洋表面密度,且满足V10(θ,λ),􀭴ρso(θ,λ)

∈W1,∞([0,2π]×[0,π]),ks1,ks2,ks3,α,P,R 和E 都是正常数,其中P 代表降水作用,R 代表径流作用,E
代表蒸发作用,f(|V|)是吹风系数.边界条件(5)中的新盐度边界条件是由文献[4]在2017年提出并进行

了数值模拟研究.
目前,有关原始方程组的适定性理论研究已经取得了很大进展.曾庆存[5]给出了大气界面符合真实物理

过程的边界条件并研究了几种不同的大气环流模式动力学框架解的适定性.文献[6]还最早给出了海气耦合

过程的动力学框架,并提出了海气界面符合真实物理过程的边界条件.20世纪90年代初,文献[7-9]证明了

Navier-Stokes方程及温度方程耦合的原始方程组初边值问题弱解的整体存在性等.为了更合理地描述大气

运动的规律,文献[1,10]在上述研究基础上对原始方程进行了改进.文献[11]还证明了改进的大气方程组弱

解的整体存在性和强解的唯一性等.黄海洋和郭柏灵[12-13]、文献[14]证明了不同的大气动力学方程组存在

吸引子.
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此外,有关强解的适定性研究也有一些重要的理论成果,例如:文献[15]证明了具有小初始能量的原始

方程组强解的整体存在性;文献[15-16]证明了具有正常初始能量的原始方程组和大气海洋耦合方程组强

解的局部存在性.2007年,文献[17]采用正斜压分解技术,证明了正压速度、斜压速度和温度的正则性估计,
从而证明了具有正常初始能量的原始方程组强解的整体存在性.在此基础上,文献[18-20]还证明了大尺度

干大气方程组吸引子的整体存在性,以及湿大气方程组的强解和吸引子的整体存在性等结论.文献[21-23]
又证明了只带部分耗散项的大气海洋原始方程组强解的存在性等结论.

为了研究改进的大气环流模式的适定性.连汝续和曾庆存[3,24]证明了不同的动力学框架整体弱解的L1

稳定性,还利用叶果洛夫定理证明了整体弱解的几乎处处稳定性.文献[25]还利用正斜压分解技术证明了改

进的动力学框架强解的整体存在性、唯一性及吸引子的存在性等.此外连汝续等还研究了一些有关大气和海

洋环流模式的适定性问题,请参考文献[2,26-27].上述研究成果中的方法亦可用到引入地形因素和非定常

外源强迫的海洋动力学方程组稳定性的研究中.

1 主要结论

本节将会给出海洋动力学方程组(3)的整体弱解的定义及有关稳定性的结论.首先,将系统(3)进行简

化.利用文献[2-3]中的方法,由(3)5 和边界条件ζ̇|ζ=0 =̇ζ|ζ= -1=0,以及初值z'so|t=0=0,可以用水平速

度V=(νθ,νλ),温度偏差T',盐度偏差S'表示出垂直速度̇ζ和压力偏差p'.再定义函数Û∶=(V,T',S')T和

U∶=(V,T',S',z'so)T=(̂U,z'so)T,就可以得到系统(3)的简化形式:
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(6)

接下来,类似于文献[2-3]可以给出方程组的算子和弱解的定义,首先定义A(U)∶=(̂U,κ0∇z'so)T,F∶=
(0,Ψ/c0T,0,0)T,并定义B(U)是耗散项构成的算子,N(U)(U)是其余项构成的算子,这里省略具体的表

述.然后再给出弱解的定义.
定义1(弱解的定义) 对任意M >0,若 ‖U‖L∞(0,M;L2(O))+‖U‖L23(0,M;H2(O))有界,且在分布意义下

满足A(U)t+N(U)(U)+B(U)=F,即对任何的

ϕ=(ϕνθ
,ϕνλ
,ϕT',ϕS',ϕz'so

)=(ϕ̂U,ϕz'so
)∈C∞(0,M;C∞

0 (O)),
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且有ϕ(M,·)=0使得

(A(U0),ϕ(0,·))+∫
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那么U 称为方程组(6)在O×[0,M]上的弱解.
然后给出整体弱解的稳定性的结论.
定理1(整体弱解的稳定性) 对任意 M >0,假定 Ψ(θ,λ,ζ,t)∈L2(0,T;H-1(O)),以及f(s)∈

C(R+),C1sα ⩽f(s)⩽C2(1+sα),0⩽α<1.

令Um= (νm
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so)是海洋动力学方程组(6)的弱解序列,且给定初值序列为Um|t=0=
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0,并且假定初值序列满足如下条件,‖Um
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0 对于

m ∈N+ 满足‖Um
0‖L2(O)<C,其中C>0表示正常数,则有‖Um -U‖L2(O×[0,M])→0,其中U∶=(̂U,z'so)T

是海洋动力学方程组(6)的弱解,并且对应的初值为U0=(̂U0,z'so0).
注 由文献[3]中的方法,类似可以得到,如果‖Um

0-U0‖L1(O)→0,那么‖Um -U‖L1(O×[0,M])→0,这
即是整体弱解的L1 稳定性.同时也可以得到,如果Um

0 -U0→0a.e.,并且Um
0,U0∈L2(O),则Um -U →0

a.e.,这即是整体弱解的几乎处处稳定性.

2 能量估计

利用文献[2-3]中的方法,给出海洋动力学方程组(6)的弱解序列的基本能量估计.
引理1 对任意 M >0,在定理1的假定下,海洋动力学方程组(6)的弱解序列Um 满足如下的能量

估计:
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T
∫O
􀭹h|∇T'm|2dσdζ+

khofgαS

c2S ∫O
􀭹h|∇S'm|2dσdζ+

ksogκ0
ρ0∫OS

|∇z'm
so |2􀭴ρsodσdζ+kzof∫O

h*

􀭹h2|Vm
ζ |2dσdζ+

kzofgαT

c0Tc
2
T
∫O

h*

􀭹h2|T'm
ζ |2dσdζ+

kzofgαS

c2S ∫O

h*

􀭹h2|S'm
ζ |2dσdζ+ks1∫OS

h*

􀭹h2
(f(|Vm|)Vm2)|ζ=0dσ+

ks2gαT

c0Tc
2
T
∫OS

h*

􀭹h2T
'm2|ζ=0dσ+

gααS

c2S∫OS

h*

􀭹h2|V10|3S'm2|ζ=0dσ⩽C∫O
h* |Vm|2+

gαT

c2T
|T'm|2+

æ

è
ç

gαS

c2S
|S'm|2

ö

ø
÷dσdζ+Cκ0∫OS

􀭴ρsoz'm2
sodσ+C‖Ψ‖2L2(O), (11)

再对上式使用Gronwall不等式可以得到(10)式.

3 整体弱解稳定性的证明

由引理1可以得到弱解序列Um 的L∞(0,M;L2(O))和L2(0,M;H1(O))范数有界.接下来证明整体

弱解的稳定性.
引理2 令Um 是海洋动力学方程组(6)的弱解序列,则Um 存在子列且满足

‖Um -U‖L2(0,M;L2(O))→0, (12)

以及∫
M

0
(A(Um),ϕt)dt→∫

M

0
(A(U),ϕt)dt,其中ϕ=(ϕνθ

,ϕνλ
,ϕT',ϕS',ϕz'so

)=(ϕ̂U,ϕz'so
)∈C∞(0,M;

C∞
0 (O))且有ϕ(M,·)=0.

证明 取定试验函数φ=(φνθ
,φνλ

,φT',φS',φz'so
)∈H2(O),则由(10)式可得如下估计

(B(Um),φ)=-∫O

∇φV

h* ·(􀭹hkhof∇Vm)dσdζ-
1

c0T∫O

∇φT

h* ·(􀭹hkhof∇T'm)dσdζ-

∫O

∇φS'

h* ·(􀭹hkhof∇S'm)dσdζ-∫O
∇φz'so

·(κ0kso∇z'm
so)dσdζ-∫O

kzof

􀭹h2
(Vm

ζ,C-1
0TT'm

ζ ,S'm
ζ )·

∂φ̂U

∂ζ
dσdζ+

∫OS

kzof

􀭹h2
(Vm

ζ,C-1
0TT'm

ζ ,S'm
ζ )·φ̂U( )|ζ=0dσdζ⩽C+C(∫O

|∇3Um|2dσdζ)
1
2 +(∫O

|∇3Um|2dσdζ)
1+α
2 ,

(13)
其中C >0为正常数,则由(13)式可得B(Um)∈L2/(1+α)(0,M;H-2(O)).

还可以得到

(N(Um)(Um),φ)=∫O
(V*m·∇)̂Um·φ̂Udσdζ+∫O

-
1
h*∫

ζ

-1
∇·(h*V*m)ds-

κ*
0

h*
∂h*

∂t
(1+ζ)

æ

è
ç

ö

ø
÷Ûm

ζ·

φ̂Udσdζ+∫O
2ωcosθ+

cotθ
a νm

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷(νm

λφνθ -νm
θφνλ

)dσdζ+∫O
((1+ζ)∇z'm

so +ζ∇􀭹h)g(-αTT'm +

αSS'm)·φVdσdζ+∫O
((1+ζ)∇z'm

so +ζ∇􀭹h)·(c2TVm)φT'dσdζ+∫O
((1+ζ)∇z'm

so +ζ∇􀭹h)·

(-c2SVm)φS'dσdζ+∫O
[g∇h*∫

0

ζ
(-αTT'm +αSS'm)ds( )·φV -c2T∫

ζ

-1
∇·(h*Vm)dsφT' +
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c2S∫
ζ

-1
∇·(h*Vm)dSφS']dσdζ+∫O

∇·(h*􀭺Vm)φz'sodσdζ. (14)

再由性质 ‖V*m‖H1(O)⩽ ‖Vm‖H1(O)可得如下估计成立

∫O
(V*m·∇)̂Um·φ̂Udσdζ⩽C∫O

|∇3Um|2dσdζ( )
1
2

∫O
|V*m|3dσdζ( )

1
3

∫O
|φ|6dσdζ( )

1
6

⩽

C∫O
|∇3Um|2dσdζ( )

3
4

∫O
|V*m|2dσdζ( )

1
4

∫O
(|φ|2+|∇3φ|2)dσdζ( )

1
2

⩽C∫O
|∇3Um|2dσdζ( )

3
4
,

(15)

∫O
-
1
h*∫

ζ

-1
∇·(h*V*mds-

κ*
0

h*
∂h*

∂t
(1+ζ)

æ

è
ç

ö

ø
÷Ûm

ζ·φ̂Udσdζ=∫O

1
h*∇·(h

*V*m)+
æ

è
ç

κ*
0

h*
∂h*

∂t
ö

ø
÷̂Um·φ̂Udσdζ+∫O

1
h*∫

ζ

-1
∇·(h*V*m)ds-

κ*
0

h*
∂h*

∂t
(1+ζ)

æ

è
ç

ö

ø
÷Ûm·φ̂Uζ

dσdζ⩽

C 1+∫O
|∇·V*m|2dσdζ( )

1
2

∫O
|Um|3dσdζ( )

1
3

∫O
|φ̂U |6dσdζ( )

1
6

+∫O
|φ̂Uζ

|6dσdζ( )
1
6

[ ] ⩽

C 1+∫O
|∇3Um|2dσdζ( )

3
4

∫O
|Um|2dσdζ( )

1
4

⩽C∫O
|∇3Um|2dσdζ( )

3
4

+C, (16)

∫O
(1+ζ)∇z

'm
so +ζ∇􀭹h( )g(-αTT'm +αSS'm)·φVdσdζ+∫O

((1+ζ)∇z
'm
so +

ζ∇􀭹h)·c2TVmφT'dσdζ+∫O
((1+ζ)∇z

'm
so +ζ∇􀭹h)·(-c2SVm)φS'dσdζ⩽

C∫O
|∇3Um|2dσdζ( )

3
4

+C, (17)

∫O
[g∇(h*∫

0

ζ
(-αTT'm +αSS'm)ds( )·φV -c2T∫

ζ

-1
∇·(h*V*m)dsφT' +c2S∫

ζ

-1
∇·(h*V*m)dsφS']dσdζ⩽

C ∫
0

ζ
(-αTT'm +αSS'm)ds( )

L2(O)
+ ∇(-αTT'm +αSS'm)L2(O)( )∫

S

-1
φVdζ

L2(O)
+C‖∫

ζ

-1
∇·

(h*V*m)ds‖L2(O)‖φT'‖L2(O)+C∫
ζ

-1
∇·(h*V*m)ds

L2(O)
‖φS'‖L2(O)⩽C 1+‖Um‖H1(O)( ) ,

(18)

∫O
∇·(h*􀭺Vm)φz'sodσdζ⩽C‖Um‖H1(O)‖φ‖L2(O)⩽C‖Um‖H1(O). (19)

因 此,综 上 可 得 N(Um)(Um) ∈ L
3
4(0,M;H-2(O)). 且 有 (F,φ) ⩽∫O

Ψ
c0T

φTdσdζ ⩽

C‖Ψ‖H-2(O)‖φ‖H2(O)⩽C‖Ψ‖H-2(O).
由方程得Um

t ∈Lpt(0,M;H-2(O)),这里的常数pt=min{4/3,2/(1+α)}>1.再利用Um ∈L2(0,M;
H1(O))和Lions引理可以得到Um →U ∈L2(0,M;L2(O)).

引理3 令Um 是海洋动力学方程组(6)的弱解序列,则Um 存在子列且满足

∫
M

0
a(Um,ϕ)dt→∫

M

0
a(U,ϕ)dt, (20)

其中ϕ=(ϕνθ
,ϕνλ

,ϕT',ϕS',ϕz'so
)=(ϕ̂U,ϕz'so

)∈C∞(0,M;C∞
0 (O))和ϕ(M,·)=0.

证明 由∇3Um 在空间L2(0,M;L2(O))中弱收敛到∇3U 可得

∫
M

0
a(Um,ϕ)dt=∫

M

0∫O

∇ϕV

h* ·(􀭹hkhof∇Vm)dσdζdt+
1

c0T∫
M

0∫O

∇ϕT'

h* ·(􀭹hkhof∇T'm)dσdζdt+

∫
M

0∫O

∇ϕS'

h* ·(􀭹hkhof∇S'm)dσdζdt+∫
M

0∫O
∇ϕz'so

·(κ0kso∇z'm
so)dσdζdt+∫

M

0∫O

kzof

􀭹h2
(Vm

ζ,C-1
0TT'm

ζ ,S'm
ζ )·

ϕ̂Uζdσdζdt→∫
M

0∫O

∇ϕV

h* ·(􀭹hkhof∇V)dσdζdt+
1

c0T∫
M

0∫O

∇ϕT'

h* ·(􀭹hkhof∇T')dσdζdt+
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∫
M

0∫O

∇ϕS'

h* ·(􀭹hkhof∇S')dσdζdt+∫
M

0∫O
∇ϕz'so

·(κ0kso∇z'so)dσdζdt+

∫
M

0∫O

kzof

􀭹h2
(Vm

ζ,C-1
0TT'm

ζ ,S'm
ζ )·ϕ̂Uζ

dσdζdt=∫
M

0
a(U,ϕ)dt. (21)

  引理4 令Um 是海洋动力学方程组(6)的弱解序列,则Um 存在子列且满足

∫
M

0
d(Um,ϕ)dt→∫

M

0
d(U,ϕ)dt, (22)

其中ϕ=(ϕνθ
,ϕνλ

,ϕT',ϕS',ϕz'so
)=(ϕ̂U,ϕz'so

)∈C∞(0,M;C∞
0 (O))和ϕ(M,·)=0.

证明 利用文献[3]中类似的方法,可以得到

∫
M

0
ks1∫OS

1
􀭹h2
[(f(|Vm|)Vm -f(|V|)V)·ϕV]|ζ=0dσdt ⩽

C∫
M

0∫OS

f(|Vm|)Vm|ζ=0-f(|V|)V|ζ=0 dσdt→0, (23)

∫
M

0

ks2

c0T∫OS

1
􀭹h2
[(T'm -T')ϕT']|ζ=0dσdt ⩽C(∫

M

0∫OS

|T'm -

T'|2|ζ=0dσdt)
1
2∫

M

0∫OS

|ϕT'|2|ζ=0dσdt( )
1
2

→0, (24)

∫
M

0∫OS

1
􀭹h2
[α|V10|3+kS3

(P+R-E)(S'm -S')ϕS']|ζ=0dσdt ⩽

C∫
M

0∫OS

|S'm -S'|2|ζ=0dσdt( )
1
2

∫
M

0∫OS

|ϕS'|2|ζ=0dσdt( )
1
2

→0. (25)

  引理5 令Um 是海洋动力学方程组(6)的弱解序列,则Um 存在子列且满足

∫
M

0
b(Um,Um,ϕ)dt→∫

M

0
b(U,U,ϕ)dt, (26)

其中ϕ=(ϕνθ
,ϕνλ

,ϕT',ϕS',ϕz'so
)=(ϕ̂U,ϕz'so

)∈C∞(0,M;C∞
0 (O))和ϕ(M,·)=0.

证明 可以得到

∫
M

0
b(Um,Um,ϕ)dt=∫

M

0∫O
(V*m·∇)̂Un·ϕ̂Udσdζdt+∫

M

0∫O
-
1
h*∫

ζ

-1
∇·(h*V*m)ds-

æ

è
ç

κ*
0

h*
∂h*

∂t
(1+ζ)

ö

ø
÷
∂̂Um

∂ζ
·ϕ̂Udσdζdt+∫

M

0∫O
2ωcosθ+

cotθ
a νm

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷(νm

λϕνθ -νm
θϕνλ

)dσdζdt+

∫O
g(-αTT'm +αSS'm)((1+ζ)∇z

'm
so +ζ∇􀭹h)·ϕVdσdζ+∫O

((1+ζ)∇z
'm
so +ζ∇􀭹h)·

(c2TVm)ϕT'dσdζ+∫O
((1+ζ)∇z

'm
so +ζ∇􀭹h)·(-c2SVm)ϕS'dσdζ+

∫
M

0∫O
[(g∇h*∫

0

ζ
g(-αTT'm +αSS'm)ds)·ϕV -c2T∫

ζ

-1
∇·(h*V*m)dsϕT' +

c2S∫
ζ

-1
∇·(h*V*m)dSϕS']dσdζdt+∫

M

0∫O
∇·(h*􀭺Vm)ϕz'sodσdζdt, (27)

因为在空间L2(0,M;L2(O))中,∇3·Um 弱收敛到∇3·U,∫
ζ

-1
∇·(h*V*m)ds弱收敛到∫

ζ

-1
∇·(h*V*)ds.

所以可以证明(28)式成立

∫
M

0∫O
(V*m·∇)̂Um·ϕ̂Udσdζ→∫

M

0∫O
(V*·∇)̂U·ϕ̂Udσdζ. (28)

以及

∫
M

0∫O

1
h* -∫

ζ

-1
∇·(h*V*m)dS( )Ûm

ζ·ϕ̂Udσdζdt=∫
M

0∫O

1
h*∇·(h

*V*m )̂Um·ϕ̂Udσdζdt+  
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∫
M

0∫O

1
h*∫

ζ

-1
∇·(h*V*m)dS( )Ûm·ϕ̂Uζdσdζdt→∫

M

0∫O

1
h*∇·(h

*V* )̂U·ϕ̂Udσdζdt+

∫
M

0∫O

1
h*∫

ζ

-1
∇·(h*V*)dS( )̂U·ϕ̂Uζdσdζdt=∫

M

0∫O

1
h* -∫

ζ

-1
∇·(h*V*)ds( )̂Uζ·ϕ̂Udσdζdt,(29)

∫
M

0∫O

1
h*
(-κ*

0h*
t (1+ζ))̂Um

ζ·ϕ̂Udσdζdt→∫
M

0∫O

1
h*
(-κ*

0h*
t (1+ζ))̂Uζ·ϕ̂Udσdζdt, (30)

接下来还可以证明

∫
M

0
[∫O

g(-αTT'm +αSS'm)((1+ζ)∇z
'm
so +ζ∇􀭹h)·ϕVdσdζ+∫O

((1+ζ)∇z
'm
so +ζ∇􀭹h)·(c2TVm)ϕT'dσdζ+

∫O
((1+ζ)∇z

'm
so +ζ∇􀭹h)·(-c2SVm)ϕSdσdζ]dt→∫

M

0
[∫O

g(-αTT'+αSS')((1+

ζ)∇z'so+ζ∇􀭹h)·ϕVdσdζ+∫O
((1+ζ)∇z'so+ζ∇􀭹h)·(c2TV)ϕT'dσdζ+

∫O
((1+ζ)∇z'so+ζ∇􀭹h)·(-c2SV)ϕSdσdζ]dt, (31)

以及

∫
M

0∫O
g∇h*∫

0

ζ
g(-αTT'm +αSS'm)ds·ϕVdσdζdt-∫

M

0∫O
c2T∫

ζ

-1
∇·(h*Vm)dsϕT'dσdζdt+

∫
M

0∫O
c2S∫

ζ

-1
∇·(h*Vm)dsϕS'dσdζdt→∫

M

0∫O
g∇h*∫

0

ζ
g(-αTT'+αSS')ds·ϕVdσdζdt-

∫
M

0∫O
c2T∫

ζ

-1
∇·(h*V)dsϕT'dσdζdt+∫

M

0∫O
c2S∫

ζ

-1
∇·(h*V)dsϕS'dσdζdt, (32)

最后有∫
M

0∫O
∇·(h*􀭺Vm)ϕz'sodσdζdt→∫

M

0∫O
∇·(h*􀭺V)ϕz'sodσdζdt.此引理证毕.

综上所述,由引理2至引理5的结论及整体弱解的定义可以证明定理1的结论成立.
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Thestabilityofglobalweaksolutionstotheoceandynamics
equationswithtopographyeffects

LianRuxu,ZhangYanling,HuangLan

(SchoolofMathematicsandStatistics,NorthChinaUniversityofWaterResourcesandElectricPower,Zhengzhou450046,China)

Abstract:Thispaperanalyzedtheoceandynamicsequationsconsistingofthevelocityequation,thetemperatureequation
andthesalinityequation.Basedontheinitialdataassumptions,weprovethestabilityofglobalweaksolutionstotheoceandy-
namicsequationswithtopographyeffectsandnon-constantexternalforceinthecasethatanewoceansalinityboundarycondi-
tionisgiven.
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