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多元马氏模型下的Phase—Type分布及其数学期望 
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摘 要：在多元马尔可夫模型下研究了Phase—Type分布．根据多元马氏模型状态的转移特征，在确定模型中 

各随机序列的瞬时状态集转移到吸收态集的首达时间的条件下，结合传统 Phase-Type分布的定义，提出多元马氏模 

型下 Phase—Type分布的概念 ，并给出该分布的分布列和数学期望． 
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传统马尔可夫模型在教学评价、居民收入预测分析等研究领域得到广泛的应用口 ]．然而，若设 一 
l 

P{x 一J 1 X 一i)为马氏链{x ， ∈T， >1)的 阶转移概率，其状态集J含有m个元素，则 一 
l 

∑⋯∑P P ⋯P ，模型中所涉及的参数多达( 一1)m 个．显然，在传统的模型下计算 阶转移概率 
l∈ f l，r1∈ I 

I 

的过程比较繁杂，文献[3—5]为了简化计算过程，提出了一个新的高阶马氏模型： =P{x 一 lx = 
I 

)一∑ zq ，其中∑ 一1， z 0，Q一(qji m× 为非负定矩阵且满足列向量元素之和等于1．Ching等 
l= l f 1 

在此理论基础上，提出了具有更一般化的多元马尔可夫链．邢灵博等 ]在多元马氏链的理论基础上，给出了 

多元马氏模型的常返性、遍历性和周期性等基本概念，在对其状态进行分类的同时，提出了多元马氏模型下 

的切普曼 一柯尔莫哥洛夫方程，并利用该方程研究了状态之间的关系．多元马尔可夫链是最近兴起的研究领 

域，是预测方法的重要理论工具之一，其理论成果已广泛应用到库存优化控制 、天气预报[9]、风险管理 ]、 

基因工程_1 等诸多领域．然而，近年来 国内外学者对多元马氏链 的研究成果主要体现在应用方面， 

Phase—Type分布作为马氏链的核心理论之一，尚未有学者在多元化的条件下对其进行研究．为此，本文在多 

元马氏理论的基础上，给出 Phase—Type分布的定义并对其相关理论进行初步研究． 

1 多元马氏模型下的 Phase-Type分布 

1．1 多元马氏模型 

引理1 (i)设P 表示第 序列的状态到第m序列状态的转移概率矩阵且P 为不可约的；(ii)X === 

(x：”，Xl ，⋯，xl~)) 为多元马氏链中各种序列于第 k阶段的状态的概率分布其中X ( 一1，⋯，N)表示 

第 序列于第k阶段的状态的概率分布则存在 
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为概率分布 xl 与x 的关系权数 m，，z一 1，2，⋯，N．(引理 1的证明过程和参数矩阵A的求解详见文 

献[12])． 

定义 1 在满足引理 1的条件下，称 x抖 一Ax 为一阶多元马尔可夫模型． 

多元马氏模型作为传统一元马氏链的多元化拓展性理论，其 自身具有独特的优越性，比如通过多元马氏 

模型可以深入挖掘不同数据序列之间的内在关联性．事实上，由X抖 一AX 可知，第 m序列于第k+1阶段 
N 

状态的概率分布为：x 一 P ’x ．由此可见， 作为关系权数度量了概率分布x 与 x 的关 
一 1 

系．因此，多元马氏模型不但给出各序列的状态在下阶段的概率分布，同时还进一步表明了其状态概率分布 

间的关系． ． 

定义 2 设 P： 表示由第 序列的状态于第k阶段转到第 序列的状态的转移概率矩阵，x 为第 m 
N K 

序列历经K个阶段后到达第r+1阶段状态的概率分布，若存在∑∑ (其中 o； ， 一1，2，⋯， 
n一 1 女= 1 

N)，使得 
N  K 

x 一∑∑ Pl ’x ，r—K一1，K，⋯． (1) 
= 1 k= 1 

则称之为 K 阶 N 元马尔可夫模型 33．． 

若令 X 一[(X ) ，(X ) ，⋯，(X ) ] ，m一1，2，⋯，N，则可将K阶多元马尔可夫模型写成矩 

阵的形式即 ： 

其中 
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L，K分别表示状态集所包含元素的个数和系统的阶数，I为单位矩阵；而当m≠ 时， 

B‘ ： 
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1．2 传统马氏链下 Phase-Type分布 

在现代生产运作、库存管理、物理与工程技术管理过程中，往往会涉及到如何确定系统的瞬时状态首达 

吸收态时间的概率分布问题即 Phase—Type分布问题．下面在传统(一元)马氏链的条件下?介绍 Phase-Type 

分布的定义． 

定义3 设{X ， 0)为一元马氏链状态空间S一 {S。U S )有限S。一 {0)为吸收状态集 S 一 {1， 

2，⋯，S)为瞬时状态集其一步转移概率矩 阵为 ： 

P=(P。 Po)， ㈤ 
其中P 为瞬时状态集的一步转移概率，P。一 (卜一P ) ，P一(1，1，⋯，1) 为S维的单位列向量记r—inf{ ： 

0，X ∈S。)，则称 r为该随机过程从瞬时状态集到吸收状态集的首达时间并称其分布为Phase—Type分 

布n (简称为 PH分布)． 

引理 2 L1 设 d 一 P(r一 是)，则对于 V k三三=1，有 ：d 一 (J—P )8． 
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1．3 多元马氏模型下 Phase-Type分布 的定义 

多元马氏链的显著特征之一是系统的状态可以在不同的随机序列之间产生相互转移，这导致了其相应 

的 Phase-Type分布会复杂一些．下面主要是结合一元马氏链下的 Phase-Type分布的概念，给出多元马氏模 

型下 的 Phase-Type分布的定义． 

定义 4 设X抖 一AX 为多元马氏模型{Xl ，k 0)为其第m随机序列(2 m N)状态空间S 一 

{S U S{ }有限，S5 一{0)为由第n序列的状态转移到第m序列的吸收状态集，Si ==={1，2，⋯，s)为 

其相应的瞬时状态集且其一步转移概率矩阵为： 

P )一 [P P ]， c4， 
其中Ply 为从第 7"／序列的状态转移到第 序列的瞬时状态集的一步转移概率P 一 (卜一P{ )e，e： (1， 

1，⋯，1) 为 S维的单位列向量记r 一inf{k：k 0，X： ∈S~o-- }则称 r 为从第 7"／序列的瞬时状态集 

转移到第m序列的吸收状态集的首达时间并称其分布为多元马氏模型下的Phase—Type分布．为了区别于一 

元模型下的Phase—Type分布，将其简记为 M—PH分布． 

显然，多元马氏模型下的Phase-Type分布与传统模型下的定义具有明显的区别，即传统的 Phase—Type 

分布只考虑本链内瞬时状态集转移到吸收状态集的首达时间的问题，而 M-PH分布则兼顾考虑了本链内瞬 

时状态集转移到其他链的吸收状态集的首达时间的分布情形．事实上，由M—PH分布的定义，易知当m一 

时，M—PH分布与传统的分布一样，只考虑本链内的首达时间的分布；而当m≠ 时，首达时间的分布指的是 

从第 ”序列的瞬时状态集转移到第m序列的吸收状态集的分布因此两者的分布状况也有一定的区别． 

2 主 要结果 

2．1 M-PH分布列 

设多元马氏模型的￡步转移概率矩阵为：P ===fP (rnm P 1，其中P{ 为从第n序列的状态转移到 
第优序列的瞬时状态集的t步转移概率，P5 一(卜一P； ’) ，e一(1，1，⋯，1) 为s维的单位列向量其中m， 

一 1，2，⋯ ，N． 

定理1 记 (O)一( ， )为多元马尔可夫模型的第i序列的初始状态的概率分布，其中fl=( ， ，⋯， 

)为瞬时状态的初始概率分布，则从第 i序列的瞬时状态集转移到第J序列的吸收状态集的首达时间的分 

布列为 ： 

P(r‘m一 ￡)一 Pif ] (J—D‘1 1)8， (5) 
f p(ji) p( )1 

其中-p( i i 满足：x坪·一∑ 如Pi x： + l ； lx ，而[P ]H满足：[Pif ]H—P{ 同时，有 n~e：i I u 上 J 
x 一

n

妻
= l

萎
k= l( P x + + A ”P (in x )+ ” j i)” ”1 x ． 

证明 设{x ，k 0}为多元马氏模型的第i随机序列，当其由瞬时状态集历经t步后首达第J序列的 

吸收状态集的样本路径为{i。，i ，⋯，i )．根据多元马氏模型的状态转移特征可知{i。，i ，⋯，i }为满足马氏性 

的随机序列，即可视为一元马氏链．因此，由引理 2可得 P(r。。一 )一flEP~j。] (卜一P{ ) ．因为P； 为从 

第 序列的状态转移到第m序列的瞬时状态集的一步转移概率，所以由一阶多元马氏模型 x抖 一AX ，可 

得 ： 

x 一 

N  

P{ X{曲= Pi xl + P{ X{ )=：= P{川xl + 

P x === P x n)"Jl'-~ji[P P ’]x ． 
一  

P 
．  

， 
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由马氏模型的切普曼 一柯尔莫戈洛夫方程，可知 -．D (j i ] 一 p (j l ) 再由高阶多元马氏模型的定义可得， 

当K—t一1时，有：x ：∑∑ P x ．因此， 

x 一∑( 譬 P x + P x )一∑∑( 譬 P}加’x +∑ P x： )+ 

P x =∑∑( 譬 P x +∑ P ’x )+ 

”

fP ‘ ” P ”1 x ． 

故[ ]H满足：x ===砉蓦( P x + 带”P x )+矿”fP “。1) ”1 x ． 
2．2 M．PH 分 布 的期 望 

为了求出M—PH分布的期望，先记其生成函数为： (z)一：∑P(Z-( 一 ) r，其中0 z 1．显然当 
一 0 

z一 1时，有：E(ro。)一 f (1)．因此，只需求出其生成函数在X一 1处的导数即可得 M—PH分布的期望． 

定理2 设 P(r 。：￡)为第i序列的瞬时状态集转移到第J序列的吸收状态集的首达时间的分布列，其 

初始状态的概率分布为 巩(o)一 ( ， ，，则其期望：E(r‘ )一fl(I—P{ ) P． 

证明 因为 P(ru 一 )一 P ]H(I—p( s 1 )e，所以 

厂(z)=∑P(r‘ 一t)xf一 + ∑ 。D，(j i’] (工一P )e． 
f= 0 t一 1 

由矩阵论可知对于任意矩阵B满足limB 一0时，则有：(I--B) 一 B ，又因为P 为瞬时概率矩阵所以 
。。 =0 

lim[P ] 一0．因此 

／( )一J岛+ ∑FxP~' ] (J—P{ )g=po+ ( 一 i ) (I—P )P． 
f一 1 

记c(z)一(卜一xPif )_。，则C )(j一 }f )一 ，所以对其两边求关于 的导数，得：C (z)(J—xP~i' )一 

c( )p．(j
．i’一 0，即 C ( )= c( )p．(j．i (，一 ； ’) ===(J—xPi~' ) P (J一 { ’)～．因此，厂(z)= 

p( 一 {{f)) [( + (J一 ) ](J—P )P．由此可知，当X一 1时，可得 M—PH分布的期望，即 

E(r‘ )= f (1)= fl(j—p～(J )一 P． 

3 结束语 

系统瞬时状态集转移到吸收状态集的首达时间关乎系统工程的可靠性，如何求出其概率分布是系统工 

程的重要问题之一．虽然学术界在传统马氏模型下对 Phase-Type分布问题的研究已取得丰富的成果，但是 

由于传统马氏链不考虑随机序列间状态的相互转移性，因此所得出的Phase-Type分布在实际应用中具有一 

定的局限性．本文在传统的Phase-Type分布理论基础上，结合多元马氏模型的基本概念，给出了多元 Phase— 

Type分布的定义，并提出了其分布列及数学期望的具体求解方法，进一步拓展了相关的理论知识，弥补了传 

统 Phase-Type分布在实际应用中的不足之处． 
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Phase-Type Distributions and Its M athematical Expectation under 

the Situation with M ultivariate M arkov Model 

XING Lingbo．YANG Qiqiang 

(School of Science and Technology，Qiongzhou University，Sanya 572022，China) 

Abstract：This paper considered the Phase-Type distributions problem under the situation with multivariate Markov 

mode1．According to the transition characteristics of the states in the multivariate Markov mode1．and combine the definition of 

the traditional Phase—Type distributions，the concept of the Phase-Type distributions is proposed under the situation with multi— 

variate Markov model when the first arrival time is confirmed for the transient state set of the various stochastic sequences 

transfer into absorbing state set in the mode1．Further，the expressions of distribution sequence and mathematical expectation 

are obtained for the Phase—Type distributions． 、 

Keywords：multivariate Markov model；Phase-Type distributions；mathematical expectation 


