
第 43卷 第 2期 

2015年 3月 

河南师 范大 学学报(自然科 学版) 

Journal of Henan Normal University(Natural Science Edition) 

、，0Z．43 No．2 

Mar．2O15 

文章编号 ：1000—2367(2015)02—0001—06 
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摘 要 ：研究了有限群的超可解性问题，结合共轭置换子群与半正规子群的概念，在群G的极大子群(2一极大 

子群)或共轭置换或半正规的条件下给出了群 G超可解的若干充分条件． 
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共轭置换子群的概念是由T．Foguel在文献[1]中首次提出的．群 G的子群 H称为G的共轭置换子群， 

若 HH 一 H H，对任意 z∈ G都成立． 

这一概念与群 G结构之间的关系已被许多群论学者所研究，见文献[1—7]．其中，在文献[2，4]中作者 

分别研究了 G的极大子群和 2一极大子群与 G的超可解性之间的关系． 

我们称群G的子群A(在G中)是半正规的，如果存在一个子群B使得G—AB，且对B的任何真子群B ， 

AB。是 G的真子群，这样的子群 B叫作A在G中的S一补．A在G中的S一补之集合记为Sc(A)． 

对于半正规子群的研究已有许多很好的结果(如文献[8—9])，特别地，苏向盈在文献[9]中证明了如果 

有限群 G的极大子群 (2一极大子群)在 G中均是半正规的，则 G是超可解的． 

综合以上两方面的研究，在本文中，我们把半正规与共轭置换结合起来证明了： 

定理 1 若有限群 G的极大子群均在 G 中或共轭置换或半正规，则 G超可解． 

定理 2 如果 G的 2一极大子群在G 中或半正规或共轭置换 ，且 G的任何截断均不同构于内交换群 ，则 

G是超可解的． 

本文所讨论的群 G都是有限群，P是 l G l的一个素因子，用 G 表示G的Sylow p-子群；G ，表示G的 

，-Hall子群；7r(G)表示 l G 1的素因子的集合．文中的其它符号都是标准的，参见文献[1O]． 

1 主要引理 

引理 1 E 

引理 2[ 

引理 3[。 

引理 4[。 

引理 5 E 

子群 >． 

引理 6[ 

使得 P— P P ． 

设 G是一个群 ，H < G且 H 为P一群 ，则 H。必为 P一群． 

若 G的极大子群均在 G 中共轭置换 ，则 G幂零． 

群 G是超可解的当且仅当它的极大子群均是半正规的． 

如果群 G的2一极大子群都是半正规的，则 G是超可解的． 

设 G是一个群且 (G)一 1，则 F(G)是交换群且 F(G)一 (N I N是 G的可解 的极小正规 

设 G ，Gz是 G的子群满足G—G G2，P∈Syz (G)．则存在 Pt∈ zp(G )，Pz∈Syzp(G2) 
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引理 7l1妇 设 G是一个群，M ≤ G，如果 M 的极大子群 H 在 G 中共轭置换 ，则 H G或者M G． 

证明 因为 H< G，则 H G，从而必存在一个次正规群列 

H K。 K ⋯ K G， 

由 H< M 且 H ≤M 得H M，从而 M NG(H)． 

若 M —N (H)，由K NG(H)得 K M，即 H< K M．由H《M 得K 一M．又由M 的极大 

性可知不存在 K。，⋯，K ，即 N < K 一 M G． 

若 M< No(H)，由M 的极大性可得N。(H)一G，则 H G． 

引理 8 设 G是一个群 ，T【(G)一 {P，q}(p≠ q)，P是G的 Sylow p-子群 ，Q为G的 Sylow q-子群．如果 

P是G的唯一极小正规子群，且 I Q l—q．则 G为内交换群． 

证明 显然 G可解，所以对任意的A≤G，有 l G：A I—q或 P ．若 I G：A I—P ，i 1．因为 P∈ 

Sy! (G)，所以P篓A，故 G—PAL．由P为可解的极小正规子群可知P是交换群，从而 P N A P，又因为A 

正 规化 P，所以 P n A A，从而P n A G．因为 P篓A且P的唯一极小正规性知P n A一 1_又因G—PQ， 

所以I A I===l Q I．从而G的极大子群要么是P要么是q阶的循环群，于是 G的所有真子群都是交换的，则G 

为内交换群． 

引理 9 ] 设 A是 G 的半正规子群 ，则 

(1)如果 A H G，那么 A是H 的半正规子群； 

(2)如果 N G，那么 AN／N 是 G／N 的半正规子群． 

引理 1O[3 若 H < G，则任意的 N<1 G，有 HN／N< G／N． 
● 

一  

引理ll 设G是一个群，如果G的2一极大子群在G中或共轭置换或半正规，对于任意的N G，则 G／N 

的 2一极大子群在G／N中或共轭置换或半正规． 

证明 设 M／N《G／N，则M《G．否则，必存在M< 使得M 《G．因为N M<M ，故M／N< 

M'／N< G／N，此与M／N≤ G／N矛盾．所以M≤ G．设 M。／N≤M／N，则 M 《 M，于是 M 是 G的 2一极 

大子群．由题设条件可知 M 在 G中或共轭置换或者半正规，又由引理 9及引理 10可知M ／N在G／N中或 

共轭置换或半正规 ，所以 G／N 的 2一极大子群在 G／N 中或共轭置换或半正规． 

2 主要结果 

在证明主要结果之前，我们需要下面的命题． 

命题 1 设群 G的 2一极大子群在G中共轭置换，且G的任何截断均不同构于内交换群，则 G超可解． 

证明 假设 G为极小阶反例，由引理 11可知定理条件商群遗传，因此我们可以假设 西(G)一 1． 

(1)G—PQ，P G，Q为循环群，其中P E Syl p(G)，Q E Syz (G)． 

由引理 2可知G的极大子群都是幂零的，从而G是内幂零群．则G=：=PQ，P G，Q为循环群，其中P∈ 

SyL (G)，Q E Syl (G)． 

(2)G有唯一的极小正规子群N，满足 N—P—F(G)一Cc(N)． 

设 N是G的极小正规子群 ，由(1)可知 N为初等交换群．事实上 ，N是G唯一的极小正规子群．否则 ，若 

G还有另一极小正规子群 』＼， ，由引理 11可知 G／N 与 G／N 超可解，所 以 G／N n N G／N ×G／N 超 

可解．又因为 N n N 一 1，所以 G超可解 ，矛盾．所以 N是唯一极小正规子群．由 N 的唯一极小正规性及引 

理 5得 F(G)一 N．由步骤(1)中 P G可知 P三三三F(G)一 N，又因为 N 为素数幂阶群 ，所以 P— N．由G可 

解可得 C。(F(G))三三三F(G)，即cG(N)三三三N，再由 N初等交换可知 N 三三三C。(N)，于是 (N)一 N．所以 

N = P — F(G)一 CG(N)． 

(3)Q为 G的极大子群 ，且 Q为素数阶群． 

证 明如下． 
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(3．1)Q为G 的极大子群． 

假设 Q不是G的极大子群，则存在M ≤G使得Q<M，所以存在L≤M 使得Q L≤M．因为M 为 

幂零群 ，所 以Q L．又因为 L< G，所以L G，从而 Q G．由于 Q∈ Z (G)，所以 Q G，从而 Q 

CG(P)一 Cc(N)一 N，矛盾． 

(3．2)Q为素数阶群． 

否则，存在 1< Q。≤Q，由题设条件知 Qz< (G)．由引理 1知 Q 。为q一群，所以Q2。P—Q2。×P，故 

Qz Cc(P)一CG(N)一N，矛盾．所以 Q 一 1，即 Q为素数阶群． 

(4)最终的矛盾． 

由以上讨论知 G—PQ且 I G I— P”q．由引理 8知G为内交换群，此与假设矛盾． 

定理 1 设 G是一个群，若群 G的极大子群均在G中或共轭置换或半正规，则 G超可解． 

证明 假设 G为极小阶反例，证明如下． 

(1)G中至少存在两个极大子群S，T使得s≠ T且S> 1，T> 1满足 S在G中共轭置换(或半正规)， 

丁在G中半正规(或共轭置换)． 

如果 G的极大子群均在G中共轭置换，由引理 2可知G幂零 ，显然 G也是超可解的，矛盾．若 G的极大子 

群均 在G中半正规，由引理 3可知G超可解，矛盾．若G的极大子群均为 1，则G为素数阶群，从而G超可解， 

矛盾．所以G中至少存在两个极大子群s，T使得s≠ T且S> 1，T> 1满足S在G中共轭置换(或半正规)， 

T在G中半正规(或共轭置换)． 

(2)对于任意M 《G，f G：M J为素数． 

由步骤(1)知M > 1，下面分两种情形进行讨论： 

情形 1 M在G中共轭置换． 

因为 M 在 G 中共轭置换 ，所以 M G，由 M 的极大性可知M G．由 M 的极大性可知G／M 没有非平 

凡的子群 ，所以 I G：M l为素数． 

情形 2 M 在 G 中半正规． 

因M 在G中半正规，所以存在一个子群 B使得 G — MB．设 P是 I G：M 1的一个素因子，因为 
l D l 

J G M I：==J M J一 ，所以P也是 J B J的一个素因子·事实上，必存在一个 元z使得 E 

B但z E M．否则，M必包含G的某个 Sylow子群，这与P是 I G：M 1的一个素因子矛盾． 

下面证 B一 ( )，否则<z>< B．因为 M 是半正规的，B∈S。(M)，所以M<z>< G．由z E M 可知M < 

M<z)，则此与M 的极大性矛盾．所以 B一 (z>，从而G—M<z>． 

我们也可以断定 M n B≤B．一方面，因为z E M，所以M n B< B，从而存在 B 《 B使得M n B 

B ．另一方面 ，由于 M 半正规可知 MB < G．由 M MB 及 M 的极大性可知 M — MB ，从而 B M，故 

B M n B．综合这两方面可知 M n B—B ≤B．因为 B为P一群，所以 J B：M n B J===P，从而 J G： 

M I—I MB ：M I—I B ：M n B I— P． 

综上可知，对于G的任一极大子群M ，有 l G：M I为素数，故G超可解，矛盾． 

定理 2 设群 G的2一极大子群在G中或共轭置换或半正规，且 G的任何截断均不同构于内交换群．则 

G超可解． 

证明 假设G为极小阶反例，由定理 1知G的任一极大子群超可解，故G内超可解(从而G是可解群)。 

由引理 l1知定理条件商群遗传，因此我们假设 中(G)一 1． 

(1)G中至少存在两个2一极大子群s ，T 使得 s ≠ T 且S >1，T。>1，满足 s。在G中共轭置换(或 

半正规)，T 在G中半正规(或共轭置换)． 

若 G的2一极大子群均在G中共轭置换，由命题 1知 G超可解，矛盾．如果G的2一极大子群均在G中半 

正规 ，由引理 4知 G超可解 ，矛盾．如果 G的 2一极大子群均为 1，则 G的极大子群均为素数阶循环群 ，所以 G 

要么是素数幂阶群要么是素数阶Sylow子群的乘积，故 G超可解，矛盾．所以G中至少存在两个 2一极大子 
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群 s ，T 使得s T 且 s > 1，T > 1，满足s 在G中共轭置换(或半正规)，T 在G中半正规(或共轭置 

换)． 

(2)G有唯一极小正规子群 N，使得 G— N M，M ≤ G，且 N — F(G)一 C (N)． 

证明如下． 

(2．1)G有唯一极小正规子群 N 且 N 一 _F(G)一 CG(N)． 

设 N是G的极小正规子群，由G的可解性可得N为初等交换群．事实上，N是G唯一的极小正规子群． 

否则，若 G还有另一极小正规子群 N ，由G／N 与G／N 满足定理条件可得 G／N 与G／N 超可解，故 

G／N n N C／N×C／N 超可解．又因为 N n N 一 1，所以G超可解，矛盾． 

由N的唯一极小正规性及引理 5得 F(G)一N．由G的可解性可知C (F(G))三三三F(G)．因为 N初等交 

换 ，贝0 N C0(N)一 CG(F(G)) F(G)．又因为 F(G)一 N，所 以 N — F(G)一 C。(N)． 

(2．2)G—N M，其中M≤ G． 

由 (G)一1可得存在 M G使得N篓M，因此G—NM．因为 N是交换的，所以N N M N，又因为 

M 正规化 N，所以 N n M M，于是 N n M NM — G．而 N 篓 N n M，由 N 的唯一极小正规性得 N n 

M 一 1，所以 G— N > M． 

(3)设 N 为 ～群 ，则 P为 I G 1的最大素因子． 

否则，存在 I G l的某个素因子 q使得q>P．取M 的q阶子群Q，由(2)中 N G可知NQ G．我们考 

虑子群 NQ． 

如果 NQ—G，由(2)知 N 为G唯一的极小正规子群 ，从而 G满足引理 8的条件 ，于是 G为内交换群 ，这 

与定理假设矛盾．所以 NQ< G． 

由G内超可解可知 NQ超可解 ，又因为 q> P，所以 Q NQ．故 NQ===N x Q，进而 Q CG(N)一 N，与 

(2)矛盾．因此，P为 I G l的最大素因子． 

(4)N 为G 的 Sylow 子群． 

设 P是群 G 的一个 Sylow 子群，由(3)知 N P．若 N< P，由(2)中 G— NM 可知 P整除 l M I． 

设M ∈ z (M)，由G内超可解知M 超可解，结合(3)中的P为 l G l的最大素因子，所以M M．我们分 

以下步骤进行证明： 

(4．1)必存在子群 H≤M 使得 l M ：H l—P，特别地，H> 1． 

否则，对任意的 H《 M，由G内超可解可知M 是超可解群，所以 l M ：H l是一个不等于 P的素数，从 

而 M H．由H的任意性及M 的正规性可知M =三三 (M)，矛盾．故必存在子群H《M满足 1 M：H 1：P． 

如果 H 一 1，则 J M J===P，由(2)中G—NM及(3)中N为P一群可知G为P一群，从而G超可解，矛盾． 

因此可以假设 H > 1． 

(4．2)H 在G 中半正规 ，对于 D ∈ SG(H)，可以假设 D为 P一群． 

由(4．1)知 H 为 G的 2一极大子群 ，由题设可知 H 在 G中或共轭置换或半正规．如果 H < (G)，由引 

理 7可知 M G或者 H G．如果 M G，则 G—N×M，所以 M CG(N)一 N，与(2)矛盾．如果 Hq G，则 

HN — H ×N，所以 H C (』＼，)一 N，与(2)矛盾．所以 H 在 G中半正规． 

设 D∈SG(H)，则 G— HD．设 P E Sy￡p(G)，则由引理 6可知存在 H ∈ z p(H)，D ∈Syl (D)使 

得 P—H D ．可以断定D为P一群，若否，我们有D < D，由H半正规可知HD <G．考虑子群 HD ，一方 

面 ，P— H D HD ，即 bid 包含 G 的 Sylow p-子群．另一方面 ，由(2)中 G===NM 及(4．1)中 l M ： 

H l— P可知 l G：H l一1 G：M 1．1 M ：H I—l N l·P．又由(3)可知N为P一群，于是 H包含G的P 一Hall 

子群，从而 HD 包含G的P 一Hall子群．综合可得 G===HD ，与 HD < G矛盾．所以D为P一群． 

(4．3)I N I— P． 

因为 H《M 《G及(4．2)中G—HD，所以D垂M，于是 M n D< D．从而存在 D D使得M n 

D D ，所以 M = M n G— M n HD — H(M n D)三三三HD ．又因为 H 是半正规 的，且 D 《 D，所以 

HD <G，从而 M HD < G．由 M 的极大性可得 M — HD ． 
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由于(2)中的G—NM且N n M一 ，所以 <J N J—J G：M f—f HD：HD f— T_ 。 

一  · 
． 因为 。 《 D且 D 群 ，所以 由于 I H n D H n 

D f，所以 f N f— P． 

(4．4)最终的结论． 

由G／N超可解及(4．3)可知 G超可解，矛盾，从而 N为G的Sylow p-子群． 

(5)设 A≤M，则A> 1，并且A在G中半正规．特别地 ，对于B∈S。(A)，有B—RN，B< G且M —AR， 

其 中 R∈ z (B)． 

具体的证明如下． 

(5．1)设 A《 M，则 A> 1． 

若 A一1，由A≤M 可知M 为素数阶循环群，则(1 M l， )一1．否则，M为P一群，由(2)中G—MN及 

(3)中N为P一群可知G为P一群，于是G超可解，矛盾．不妨设 l M l=q且(q， )一 1，所以 l G l—P”q(n为 

正整数且 ，2三三=1)，从而由(2)，(4)及引理 8可知 G是 内交换群 ，矛盾．所以 A> l_ 

(5．2)A在 G中半正规． 

否则，由定理假设可知A在G中共轭置换．由引理7可知M G或A G．若M G，则G—N×M，所以 

M Cc(』＼，)一 N，与(2)矛盾．若 A G，则 NA — N×A，所以 A CG(N)=：=N，与(2)矛盾．所 以A在 G 

中半正规． 

(5．3)设 B∈Sc(A)，下面证明B—RN，且 M —AR，其中R∈ z (B)且 r≠ P． 

由M超可解及假设A《M可知 l M：A l—r，其中r为 I G f的某一素因子．由(2)和(4)可知G—NM， 

N n M 一 1且 N ∈ zp(G)，所 以 M 为 G的 P 一Hall子群 ，则 l M ；A I为一个 户 数 ，从而 r≠ P． 

又因为A≤M，且M为P 一群，所以A为P 一群．又由(5．2)中A在G中半正规且B∈S (A)可知G— 

AB，从而 N B． 

一 方面，l G：A l===l G：M 1．1 M ：A l—l N i‘r·另一方面，l G：A l===l AB：A l— ，故 

l N _．r— ，从而 r整除 l B l·设 R E Syl r(B)，由N B及 (2)中 N G知 N B，所以RN B． 

下面证 B—RN． 

如果 RN < B，因为 A是半正规的，B∈ So(A)，R E Syz (B)，所 以AR < G．又因为 AR n B一 (A n 

B)R，所以(A n B)R二三三B·由 N三三三B及(2)中 N G知N _B，所以(A n B)RN 三三三B·注意到 一 

f N _．r，由(4)中N∈s z (G)及R∈S．yz，(B)可知B一(A n B)RN，从而AB—A(A n B)RN—ARN． 

由假设 RN <B及A是半正规的可知ARN< G，从而 AB< G，此与(5)中B∈S。(A)矛盾． 

下面证 明 M ：==AR．由(5．3)中 r≠ P且 B — RN 可得 R< B，结合 A是半正规的及 B ∈ S。(A)可知 

AR< G．因为 G=AB，且 B—RN，于是 G—ARN，从而 1 G；N l— ．由(5．2)中A为p 群 

及 r≠ P可知AR为 P，_群，所 以AR n N 一 1，即 l G：N {一l AR I．又由(4)中 N ∈ S Z (G)可知 AR是 

G的P，_Hall子群，从而由G的可解性可知AR与M 共轭，我们不妨设 M —AR。 

(5．4)B为 G的真子群． 

否则，我们假设 B=；=G．因为(5，2)中A是半正规的，对于任意的M≤G，有AM <G．由M AM 及M 

的极大性可知M —AM，从而A M，因此 A 西(G)一 1，与(5)中A> 1矛盾，所以B< G． 

(6)最终的矛盾． 

由G内超可解可知B超可解，又由(5)中B—RN可知存在B的正规P一子群P 使得 l N：P l—P． 

由 f RN ：RP f=P可知RP <RN ===B．又因为A是半正规的且B∈S。(A)，于是 P < G，结合(5) 

中M —AR可知M ARP < G，从而由M 的极大性可知M —ARPB，故 PB M．又由(5)中M为P 一群 
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可知 P 一 1，于是 由 I N ：P l— P可知 l N l— P，由O／N超可解可得 G超可解 ，矛盾． 
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Semi—normal，Conj ugate—permutable and SupersolVability of Finite Groups 

ZHAO Xianhe，W ANG Yanli 

(College of Mathematics and Information Science，Henan Normal University，Xinxiang 453007，China) 

Abstract：This paper investigates the supersolvability of the finite group G．Combine the concepts of semi-normal sub— 

groups and conj ugate—permutable subgroups，we get some sufficient conditions for supersolvability of the group G，which is 

based on that the maximalsubgroups(2一maximal subgroups)of a group G are either conjugate-permutable or semi-norma1． 

Keywords：conj ugate—permutable subgroups；supersolvable groups；semi—normal subgroups 


