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三腿梯子上硬核玻色-哈伯德模型的量子蒙特卡罗研究
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(太原理工大学物理与光电工程学院，太 原 030024)

摘 要 ：运用集团平均场和密度矩阵重整化群方法得到三腿梯子中玻色一哈伯德模型基于z 方向密度交错排 

布的超固体相，比单层三角晶格多一种超固体.然而平均场超流序参量没有考虑超流的方向，这种超固体的本质有 

待于进一步探索.本文运用可靠的有向圈随机序列展开量子蒙特卡罗方法模拟了三腿梯子上硬核玻色-哈伯德模型，

通过测量层内和层间的结构因子和超流刚硬度，发现系统具有密度6 = 1 / 2 的固体，增加量子隧穿后，z 方向不存在 

超固体.计算结果有助于冷原子实验寻找新的量子相.
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自然界中微观粒子分为玻色子和费米子.玻色子在光学晶格上可以实现玻色一爱因斯坦凝聚，并且存在 

丰富的量子相，如超流相和超固体相.超固体是一种同时具有对角长程序和非对角长程序的相，对角长程序 

也可以称为晶体序.杨振宁先生在1962年首先提出非对角长程序这一概念[1].非对角长程序是量子效应的 

体现.1969年，物理学家A dree和 U fs h k s提出玻色-爱因斯坦凝聚体中的空位使固体具有了超流特性[2].近 

年来，激光冷却实验技术[3]以及高级数值方法的快速发展激发了人们对超固体的研究兴趣.

对于软核玻色子系统，超固体相是通过在固体相中掺杂玻色子（空位）[4_7]，即“空位凝聚”机制形成的. 

然而对于存在最近邻排斥作用的硬核玻色子，在 正 方 晶 格 ，六角晶格m ，kag〇me[1°\B0格 ，star[11]晶格和 

Shastry-SutherlancP2̂ 格中并没有超固体相.超固体相在这些晶格[6’9]中不稳定，容易发生相分离.但是， 

在引人几何阻挫[13̂ 15]后 ，系统容易形成稳定的超固体相.比如，人们在单层三角晶格上的硬核玻色子系统中 

发现了超固体.在半填充附近，系统同时具有对角长程序和非对角长程序.次近邻相互作用[16]诱导出的阻挫 

也会促进超固体的形成.此外，各向异性对超固体相有着很重要的作用[1〃18].人们观察到很多新奇的超固 

体 ，比如在双层晶格上的配对超固体相[19]，在三角晶格中配对隧穿超固体相[2°i ]，/ 波超固体相[22]和分子 

超固体相[23].

最近，文献[24]将集团平均场和密度矩阵重整化群方法[25]结合起来，研究多层三角晶格上硬核玻 

色一哈伯德模型，发现 z 方向密度交错排布的密度为1/2的固体相，以及基于该固体相的超固体相.文中平 

均场序参量〈4 +〉不能考虑超流刚硬度的方向，因此这种超固体的本质有待于进一步检验.

本文用量子蒙特卡罗方法[26_28]研究了三腿梯子上硬核玻色-哈伯德模型，通过测量 z 方向结构因子和 

超流刚硬度，发现 z 方向存在密度为1/2的固体相，但是不存在超固体.

1 模型和观测量

硬核玻色-哈伯德模型的哈密顿量：

H — ^  t(afaj +  /i. c. ) +  , (1)
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其中，仏 7〉表示最近邻格点，d u )是一个玻色子在格点Z的产生（湮灭）算符^是隧穿参数，V 是排斥相互 

作用^为化学势和化为每个格点玻色子占据数，其值为0 或 1.

当层间耦合等于〇,模型的哈密顿量公式(1)简化为在单层3 格点上的硬核玻色-哈伯德模型.如果拓展 

3 格点到三角晶格，系统存在超固体[13].在相图中超固体的四周是在弱耦合区域的超流相和在强耦合区域密 

度 为 1/3和 2 / 3的固体相[13].当每层格点不考虑层内耦合(隧穿和排斥相互作用），只考虑层间耦合，则模型 

简化为一维玻色一哈伯德模型，不存在超固体.

图 1 给出经典极限〖 =〇 时所有可能的固体相./W <  〇,系统为 

空相；0 <  <  1 和 3 <  <  5，系统分别为p =  1/3和 2/3的固 从"

体相，玻 色 子 在 ^ 方 向 每 层 的 占 据 数 分 别 为 m m i i … 和 

22222222…；在这两个固体相之间系统为^ =  1/2的固体相，其中^ =

(D ；V )/N ，i V 为总格 点 数 ，玻 色 子 在 2 方向每层的占据数为  

21212121 — .为了和文献[24]结果进行对比，本文也将” 平面内的 3

晶格格点数限定为3以方向的层数为L 。.

定义结构因子Sm (Q) 和 义 (Q) 来 区 分 平 面 和 z 方向不同的 i

固体序.巧平面上的结构因子
Lz

f  2 〈心 (Q) 4 ( 雜 ⑵

其 中 心 (Q) = 备 D < exP(iQ^ ) 和 d /3,〇,〇)，J 为层指标，公

?=i

J =2/3

P=l/2

?=1/3

P  =0

式(2 ) 左侧“ 3 ”代表每层为 3 个格点，“ 1 / 3 ”表7K将结构因子归一化， 阁1 玻色子(想点)在祕格中的分布意阁 

公式(2)右侧“1/L /’指的是结构因子对每一层求平均.Z 方向上的结

构因子

S Z(Q ) / N =  <^(Q) ^ ( Q)>, (3)

其 中 &  (Q) = 去 ^ X e x p (iQrz) 和 Q =  (0,0,7T)，也可以用相邻2层格点上玻色子的密度差来定义2:方向上

的固体序[24].巧平面和^方向的超流刚硬度分别定义为

=  3(W l J /2t[3, (4a)

^  “ 〈賴 舞 ， (4b)

其 中 和 分 别 表 示 方 向 和 z 方向上的缠绕数，公式(4a) 中“3”表 示 ^平 面 内 3个格点看成一个长 

度 为 3格点的周期链.值得注意的是巧平面限定为3格点，尽管此时彳不能判断平面是否具有超流序， 

但可以作为参考.

2 量子蒙特卡罗方法

本文出发点是哈密顿量H ，并将其代入下面配分函数的高温级数展开形式[26̂ «

Z  = ： T r  =  S  y ； ^ v(a \ h )n \ a > , (5)

其 中 { I «>丨表示希尔伯特空间基矢 ， T =  1//?.为了方便，将哈密顿量分解为作用在棒上的算符求和形式

M

H = - ^ H b, (6)
6 =  1

每一项风可以附着在 M 个棒中的任意一个，令 6 =  (z'(6)，7(6))表 示 连 接 格 点 的 棒 . 把 上 述 分 解  

的哈密顿量代入配分函数中
■  A

2  2  ^  J [ ( a ( p ) | H bp I a ( p - l ) ) ,  (7)
>1=0 {Cn 丨 …a u 〉 77 • /> = 1

其 中 {G J 表示〃个棒哈密顿量的所有可能集合，接着在每| 对相邻的棒哈密顿量之间引入希尔伯特基
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p

矢 h ({)〉，其 中 I « ( { ) 〉=  I T h ( 0 )〉.为了保证公式( 7 ) 中的算符串长度能够保持为一个常数，在每个
j = i 7

算符串长度〃小于截断长度时A 插入(A — 〃）个 单 位 算 符 串 并 定 义 H。=  配分函数更新为

2  2  2  f [ ( a ( p )  | H bp I a ( p - D ) ,  (8)
n  =  0 {C^} a ( 0 ) …a(A)  ^  • /> = 1

其中〃表示在算符串CA 中非单位算符的个数，对以上配分函数做重要性抽样，可在位形上观测出所需物理 

量的期望值.

3 数值结果与讨论

3 . 1 力学平衡测试

图 2(a)和(b)给出严格对角化和蒙特卡罗计算的单层三腿梯子即込= 1 时 p 和？％相应参数在；̂  =  

2. 036 , W  =  0. 2 5以 及 25.两种方法得到的数据非常一致，验证了程序的正确性.在蒙特卡罗模拟 

过程中，能量达到平衡时，超流密度和结构因子是否平衡仍需要检验.如图2(c)〜（D 所示，在 =  2. 54, 

W  =  0. 25时，通 过 扫 描 在 1〜25的 情 况 下 分 别 测 量 和 z 方向上的结构因子和超流刚硬度的变化曲线、 

发现在/? =  1 0时 4  =  4,8，1 6 的 ，SiV和 S 。以 及 =  4,8的 ^分别达到收敛状态；在 /? =  2 0时， =  

1 6的 -达到收敛状态，即此时系统已经到达了平衡态.本文通过改变保证系统达到平衡态和结论的可 

靠性.

量的变化曲线.为了方便、简洁，只选择了 W  =  〇. 1 5和 =  2. 036两种情况进行展示.

3.2 固定 W =  0. 15,物理量随 /W 的变化

三角晶格巧平面内存在超固体[1315]，但 z 方向上是否存在超固体并不清楚.本文用可靠的量子蒙特卡 

罗方法来验证.为了确保计算结果达到收敛，在 计 算 込 = 4、8和 込 = 1 6 时 分 别 取 10和 20.为了验证程序 

正确性，选 择 0.15,化学势从一2 增加到 6 ,测得的密度与经典极限一致.如图3 ( a )所示，系统分别依次 

进入空相… = 1 / 3  ̂  =  1/2和 p =  2 / 3的固体相.这与文献[24]的结果是一致的.图3(b) (c) 分别测量了结 

构因子 S# 和义，很好的区分出三个密度平台.在1/3，2/3平台区域，S# 不等于0，S。在热力学极限下为0,说 

明了系统在” 平面具有k / 3固 体 序 . 幸 运 的 是 =  2 附近的参数区间也发现了 p =  1/2的固体相，相应
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的 义 不 等 于 0.

为了检验系统是否具有超固体，图 3(d)(e) 给出了超流刚硬度彳和^.巧方向上为3个格点，增加^方 

向上的长度，彳几乎保持不变，可见^方向长度的增加并没有改变方向的物理量.图3(f) 给出了；̂  =  

1. 5 时 & 和 的 有 限 长 度 标 度 图 ， =  1. 5 和 2. 0 时 & 显 然 不 为 0 ，̂ 在热力学极限下为0,所以系统在 

W  =  0. 1 5时，系统具有 z 方向密度交错排布的固体序，不存在相应的超固体.

发 现 几 乎 没 有 大 小 效 应 ，不同长度込时的结果收敛，和 预 期 结 果 相 同 随 着 " V 的增加而增 

大， 随着 " V 的增加而减小，两者都随着长度込的增加而减小.图4(f)给出了义和^的有限长度标度图.
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当 W  =  0. 1 5时 ，̂ =  0 而 9 乒 0;i/V  =  0. 2 时，9  =  0 而 ^ 乒 0,没有找到两者都不等于0 的参数区间， 

说明系统处于密度为 1 /2 的固体相或超流相，不存在％方向的超固体相.

4 结 论

研究了三腿梯子上硬核玻色-哈伯德模型.为了确保结果正确、数据可靠，本文对比了严格对角化和量 

子蒙特卡罗计算的p 和 s n ，确保两者数据完全一致；同时分别计算了物理量随着的变化曲线，保证温度足 

够低，系统达到基态.

为了寻找三腿梯子z 方向上是否具有超固体相，扫 描 取 各 种 可 能 值 的 并 分 别 详 细 分 析 了 固 定  

W  =  0. 1 5和 " / V  =  2. 036时 系 统 物 理 量 和 ^ 的 变 化 曲 线 图 .发现系统具有Z 方向密度交错 

排布的固体序，但是当原子在格点间隧穿强度较大时，z 方向结构因子和超流刚硬度在热力学极限下不能同 

时不为〇,说明系统 z 方向没有超固体相.

文献[24]中超流刚硬度运用的是平均场序参量，不能考虑超流刚硬度的方向，克服了这一困难.此结果 

为下一步固定z 方向检验：r：y 方向物理量的标度行为，以及改变z 方向和:r：y 方向相互作用比例的进一步探索 

提供了参考.
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Quantum Monte-Carlo Simulation of the Hard-core Bose-Hubbard 
Model on the Three-leg Ladder

Feng Le, Zhang Wanzhou

(School of Physics and Optoelectronics, Taiyuan University of Technology, Taiyuan 030024, China)

Abstract： By combination of the cluster mean-filed and density matrix renormalization methods, the hard-core Bose- 

Hubbard model on the three-leg ladder was studied and found the supersolid phase based on the density wave phase along the 2： 

direction, an additional supersolid phase compared with the hard-core bosons on the one-layered triangular lattices. However, 
the superfluid order denoted by the mean-field theory did not consider the direction, the nature of the supersolid needs further 
exploration. In this paper,with the stochastic series expansion directed loop quantum Monte Carlo method, we simulated the 

hard-core Bose-Hubbard model on the three-leg ladder. By measuring the structured factors and the superfluid stiffness, we 

found that the system has the solid with density 1/2 while the supersolid along the 2： direction does not exist with nonzero quan­
tum tunneling. The calculated results are helpful to guide cold atoms experiment to find new quantum phases.

Keywords： quantum Monte Carlo method； supersolid； the three-leg ladder； Bose-Hubbard model
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