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一类受分数Brown运动影响的资源竞争种群系统的渐近行为

袁怀民a,张启敏b

(宁夏大学a.信息工程学院;b.数学统计学院,银川750021)

摘 要:对一类n个种群,k个资源的随机资源竞争种群模型进行了研究(恒化器模型).其中种群的死亡率受

外界环境噪声分数Brown运动的影响.通过构造Lyapunov函数,得到该模型中种群在均方意义下的持续性和灭绝

性准则.通过数值算例对所得的结论进行了验证.
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中图分类号:O175.1 文献标志码:A

目前,关于生物资源的竞争系统已被广泛研究[1-2],例如n 个种群k 个资源的浮游植物竞争模型,其动

力学行为由资源利用有效性决定,而资源利用有效性又受资源的供给量和种群数量的影响.文献[2]给出的

下列n 个 种群,k个资源的模型能够较好地表示资源和生物种群之间的相互作用

dNi(t)
dt =Ni(t)(μi(R1,R2,…,Rk)-mi), i=1,2,…,n,

dRj(t)
dt =D(Sj -Rj(t))-∑

n

i=1
Cjiμi(R1,R2,…,Rk)Ni(t),j=1,2,…,k,
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(1)

其中Ni(t)表示种群i的密度,Rj(t)是资源j的数量,mi 是种群i的死亡率,D 是系统的周转率,Sj 是资

源j的供给浓度,cji 是种群i消耗资源j的系数,μi(R1,R2,…,Rk)代表种群i的生长率,是关于资源利用率

的函数.μi(R1,R2,…,Rk)可以表示为如下形式[1-2]

μi(R1,R2,…,Rk)=min
riR1(t)

K1i+R1(t)
,…,riRk(t)

Kki+Rk(t)
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è
ç
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ø
÷ , (2)

其中ri 是种群i的最大增长率,Kji 是种群i对资源j的半饱和常数.关于模型(1)的应用在文献[3-5]中已

给出,同时 Monod模型作为一种典型的资源竞争模型也被广泛的研究,例如文献[4]讨论了其稳态增长率,
文献[6]应用Lotka-Volterra模型研究两种有限资源的两种群竞争模型,文献[1,7]均描述了两微生物种群

的竞争模型.在现有的文献中,大多数研究的是确定系统,都未考虑外界环境噪声的影响,事实上,温度、湿
度、人为的破坏这些系统之外的因素对种群资源都会产生影响,并且能够改变系统动力学行为,使得一个稳

定的系统出现震荡现象.而把随机噪声引入到种群系统中也存在大量的研究成果[8-10],但随机噪声均为

Brown运动,并且没有考虑资源的影响.
本文考虑到环境中随机波动的影响,在模型(1)中引入随机因素.假设种群的死亡率mi 受分数Brown

运动,也就是受噪声影响的死亡率为mi→mi+αi̇BH
i (t),其中BH

i 是Hurst参数H ∈(0,1)的分数Brown

运动.BH
i 和BH

j 是相互独立的(i≠j).参数α2i 是非负的,表示随机噪声的强度.用mi+αi̇BH
i (t)替换mi 后

得到下面的随机扰动模型
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dNi(t)=Ni(t)(μ(R1,R2,…,Rk)-mi)dt-αiNi(t)dBH
i (t),i=1,2,…,n,

dRj(t)=D(Sj -Rj(t))dt-∑
n

i=1
Cjiμ(R1,R2,…,Rk)Ni(t)dt,j=1,2,…,k.
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(3)

对于新的随机资源竞争种群模型(3),本文通过构造Lyapunov函数,讨论系统的持久性和灭绝性的判断准

则,给出持久性和灭绝性充分条件,并利用数值算例验证结论的有效性.

1 持久性和灭绝性

为了研究随机资源竞争模型(3)的动力学行为,需要验证该模型有唯一的全局正解.令(Ω,F,P)为完备

的概率空间,其中滤波{Ft}t⩾0 满足通常的条件.
定理1 对于任意初值 (Ni(0),Rj(0))∈Rn+k

+ ,系统(3)式的解依概率1保持在 Rn+k
+ 中,即 Ni(t)∈

Rn
+,其中i∈ (1,2,…,n),Rj(t)∈Rk

+,j∈ (1,2,…,k).
证明 由于方程(3)式的系数不满足线性增长条件,因此存在唯一的局部解t∈ [0,τe),令τe 是解的爆

破时间.假设当m0>0足够大时,使得Ni(0)和Rj(0)均落在区间[1/m0,m0]中,其中i=1,2,…,n,j=1,

2,…,k,对于任意整数m ⩾m0,定义停时

τm =inft∈ [0,τe): min
1⩽i⩽n,1⩽j⩽k

{Ni(t),Rj(t)}⩽1/m 或者 max
1⩽i⩽n,1⩽j⩽k

{Ni(t),Rj(t)}⩾m{ } . (4)

令inf⌀=∞(⌀表示空集).显然,τm 递增.令τ∞=lim
m→∞

τm,其中0⩽τ∞ ⩽τe 几乎处处成立(几乎处处成立表

示几乎必然).如果证明τ∞ =∞ 几乎处处成立,那么τe=∞.并且对于所有t⩾0解保持在Rn+k
+ 上几乎处处

成立.如果上面结论不成立,则存在一组常数T >0,0<ε<1使得P{τ∞ ⩽T}>ε.因此,存在整数m1⩾
m0 使得

P{τm ⩽T}⩾ε,m ⩾m1. (5)
利用比较原理[11],可得对于任意t⩽τe

Ni(t)∨Rj(t)⩽C1, (6)
其中C1 是正常数.

对方程(3)式构造Lyapunov函数,

V(Ni(t),Rj(t))=∑
n

i=1

[Ni(t)-bi-biln(
Ni(t)
bi

)]+∑
k

j=1

[Rj(t)-aj -ajln(
Rj(t)
aj

)],

其中aj(1⩽j⩽k),bi(1⩽i⩽n)是正常数.
利用Itô公式,可得

dV ⩽∑
n

i=1
bimidt+∑

n

i=1
Ni(t)μi(R1,R2,…,Rk)dt-∑

n

i=1
Ni(t)midt-∑

n

i=1
biμi(R1,R2,…,Rk)dt+

∑
k

j=1
DSjdt-∑

n

i=1
∑
k

j=1
Cjiμi(R1,R2,…,Rk)Ni(t)dt+∑

k

j=1
Dajdt+∑

n

i=1
∑
k

j=1

aj

Rj(t)
Cjiμi(R1,

R2,…,Rk)Ni(t)dt-∑
n

i=1
Ht2H-1α2idt-∑

n

i=1

(1-
bi

Ni(t)
)αiNi(t)dBH

i (t). (7)

令

LV∶=∑
n

i=1
bimi+∑

n

i=1
Ni(t)μi(R1,R2,…,Rk)-∑

n

i=1
Ni(t)mi-∑

n

i=1
biμi(R1,R2,…,Rk)+

∑
k

j=1
DSj -∑

n

i=1
∑
k

j=1
Cjiμi(R1,R2,…,Rk)Ni(t)+∑

k

j=1
Daj +

∑
n

i=1
∑
k

j=1

aj

Rj(t)
Cjiμi(R1,R2,…,Rk)Ni(t)-∑

n

i=1
Ht2H-1α2i.

选取ai,bj,使得对于任意1⩽i⩽n,1⩽j⩽k,有

∑
n

i=1
Ni(t)μi(R1,R2,…,Rk)-∑

n

i=1
biμi(R1,R2,…,Rk)⩽0,
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-∑
n

i=1
∑
k

j=1
Cjiμi(R1,R2,…,Rk)Ni(t)+∑

n

i=1
∑
k

j=1

aj

Rj(t)
Cjiriμi(R1,R2,…,Rk)Ni(t)⩽0.

当t⩽τe 时,由(6)式知,存在正常数C2,使得

LV ⩽C2. (8)
对于1⩽i⩽n,1⩽j⩽k,由(7)、(8)式得到

∫
τm∧T

0
dV(Ni(t),Rj(t))⩽∫

τm∧T

0
C2ds-∑

n

i=1∫
τm∧T

0
(1-

bi

Ni(s)
)αiNi(s)dBH

i (s). (9)

根据标准fBm的性质,对方程(9)式两边进行估计,对于1⩽i⩽n,1⩽j⩽k有

E[V(Ni(τm ∧T),Rj(τm ∧T)]⩽V(Ni(0),Rj(0))+C2T. (10)
对于任意m ⩾m1,令Ωm ={τm ⩽T}.根据(3)式,可得P(Ωm)⩾ε.又对于任意ω ∈Ωm,至少存在一个

Ni(τm,ω),Ri(τm,ω),与m 或1/m 相等,1⩽i⩽n,1⩽j⩽k.因此

V(Ni(τm ∧T),Rj(τm ∧T),1⩽i⩽n,1⩽j⩽k)⩾

min
1⩽j⩽k

m-aj -ajln
m
aj
,1
m -aj -ajln

1
maj

{ }∧

min
1⩽i⩽n

m-bi-biln
m
bi
,1
m -bi-biln

1
mbi

{ } . (11)

再根据(5)式和(11)式,可得

V(Ni(0),Rj(0),1⩽i⩽n,1⩽j⩽k)+CT ⩾

min
1⩽j⩽k

m-aj -ajln
m
aj
,1
m -aj -ajln

1
maj

{ }∧

min
1⩽i⩽n

m-bi-biln
m
bi
,1
m -bi-biln

1
mbi

{ }, (12)

其中IΩm(ω)是Ωm 的指数函数.令m →∞,则V(Ni(0),Rj(0),1⩽i⩽n,1⩽j⩽k)+C2T=∞,推出矛

盾.因此τ∞ =∞ 几乎处处成立.
下面研究随机模型(3)的渐近行为条件.采用与文献[6]类似的证明方法,当Hurst参数 H ⩽1/2,可得

如下的不等式

lim
t→∞

∫
t

0
Rj(s)ds

t ⩽M,j=1,2,…,k, (13)

其中M 是正常数.

定理2 如果Sj>
∫

t

0
Rj(s)ds

t
,0<H ⩽1/2,那么对于任意的初始值(Ni(0),Rj(0))∈Rn+k

+ ,模型(3)

式的解满足

lim
t→∞
inf1t∫

t

0
ENi(s)ds⩾-

D
Cm
(Sj -M)>0 1⩽i⩽n,

其中m=max
1⩽i⩽n

mi,C= max
i=1,…,n,j=1,…,k

Cji .

即种群系统依概率1持久.

证明 定义函数V(Ni(t))=∑
n

i=1
Ni(t),由Itô公式,可得

dV=∑
n

i=1

(μi(R1,R2,…,Rk)Ni(t)-miNi(t))dt-∑
n

i=1
αiNi(t)dBH

i (t). (14)

对方程(14)式的两边从0到t积分,再除以t,可得

∑
n

i=1

Ni(t)
t -∑

n

i=1

Ni(0)
t =∑

n

i=1

∫
t

0
μi(R1,R2,…,Rk)Ni(s)ds

t -
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∑
n

i=1
mi
∫

t

0
Ni(t)(s)ds

t -
∑
n

i=1
αi∫

t

0
Ni(s)dBH

i (s)

t . (15)

对系统(3)的第2个方程从0到t积分,有

Rj(t)-Rj(0)=D(Sjt-∫
t

0
Rj(s)ds)-∑

n

i=1
Cji∫

t

0
μ(R1,R2,…,Rk)Ni(s)ds. (16)

因此可得

∑
n

i=1∫
t

0
μ(R1,R2,…,Rk)Ni(s)ds⩾-

1
C
Rj +

D
C
Sjt-

D
C∫

t

0
Rj(s)ds, (17)

其中C= max
i=1,…,n,j=1,…,k

Cji.由(15)式和(17)式

∑
n

i=1
mi
∫

t

0
Ni(s)ds

t ⩾-
D
C
∫

t

0
Rj(s)ds)

t -
1
C

Rj

t +
D
C
Sj -∑

n

i=1

Ni(t)
t +

∑
n

i=1

Ni(0)
t -

∑
n

i=1
αi∫

t

0
Ni(s)dBH

i (s)

t . (18)

应用文献[4]中的引理5.1,可得

lim
t→∞∑

n

i=1

∫
t

0
ENi(s)ds

t ⩾-
DM
Cm

+
DSj

Cm
>0,

其中m=max
1⩽i⩽n

mi,C= max
i=1,…,n,j=1,…,k

Cji,M 在方程(13)式中给出.

定理3 如果riM < max
1⩽j⩽k

Kjimi,0<H ⩽1/2,1⩽i⩽n,那么对于任意初值(Ni(0),Rj(0))∈Rn+k,

随机模型(3)式的解满足

lim
t→∞
sup
lnNi(t)

t <0,1⩽i⩽n.

即种群依概率1灭绝.

证明 定义函数V(Ni(t))=∑
n

i=1
lnNi(t).由Itô公式得

dV=∑
n

i=1

(μi(R1,R2,…,Rk)-mi)-∑
n

i=1
Ht2H-1α2i. (19)

对方程(19)式的两边从0到t积分,再除以t,可得

∑
n

i=1

ln(Ni(t))
t -∑

n

i=1

ln(Ni(0)
t =∑

n

i=1

∫
t

0
μi(R1,R2,…,Rk)ds

t -

∑
n

i=1
mi-∑

n

i=1

α2i
2t

2H-1-∑
n

i=1

αi∫
t

0
dBH

i (s)

t . (20)

因为μi(R1,R2,…,Rk)⩽
riRi(t)

Kji+Ri(t)
,所以对于 ∀i∈1,2,…,n

∑
n

i=1

ln(Ni(t))
t -∑

n

i=1

ln(Ni(0)
t ⩽∑

n

i=1

ri

tKji∫
t

0
Ri(s)ds-

∑
n

i=1
mi-∑

n

i=1

α2i
2t

2H-1-∑
n

i=1

αi∫
t

0
dBH(s)

t . (21)

由假设条件可得
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∑
n

i=1

ln(Ni(t))
t ⩽∑

n

i=1

ln(Ni(0)
t +∑

n

i=1

riM
Kji

-∑
n

i=1
mi-∑

n

i=1

αi∫
t

0
dBH

i (s)

t . (22)

令t→ ∞,当 H <
1
2
,由大数定理[12],可推出

lim
t→∞
sup∑

n

i=1

αi∫
t

0
dBH

i (s)

t =0, (23)

因此

lim
t→∞
sup
lnNi(t)

t ⩽∑
n

i=1

riM
Kji

-∑
n

i=1
mi <0.

2 数值算例

2.1 算例1
本算例是一个包含6种群3种资源的竞争系统.令ri=1,mi=D=0.25,S1=6,S2=10,S3=14,H =

1/4,αi=0.3,i=1,2,3,K 和C 如下所示

K =
1.00 0.90 0.30 1.04 0.34 0.77
0.30 1.00 0.90 0.71 1.02 0.76
0.90 0.30 1.00 0.46 0.34 1.07

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, (24)

C=
0.04 0.07 0.04 0.10 0.03 0.02
0.08 0.08 0.10 0.10 0.05 0.17
0.14 0.10 0.10 0.16 0.06 0.14

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
. (25)

kij 和cij 分别是矩阵K 和C 的元素.初始条件为,t=0时,Rj=Sj,并且对于所有的种群i,Ni=0.1+i/100.
图1描述的是随时间的变化种群数量的改变,得到了6种种群的持久性.在生态系统中,当6种种群共同存

在时,种群4~6的密度比种群1~3的密度大.
2.2 算例2

此算例同样是一个包含6种群3种资源的竞争系统.令r=(0.87,0.88,0.85,0.90,0.86,0.88),ri 是向量

r中的元素,mi=0.60,D=0.25,Si=1,N(0)=(0,5,0.4,0.6,0.3,0.2,0.1),H =1/4,αi=0.4,i=1,2,3,

K =
1.52 1.49 1.46 1.52 1.59 1.44
1.47 1.55 1.42 1.53 1.58 1.56
1.48 1.45 1.61 1.51 1.50 1.54

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
. (26)

初始条件包括,t=0时,Rj=Sj,图2描述的是随时间的变化种群数量的改变,表明了6种种群的灭绝性动

力行为.
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3 结 论

把死亡率受外界环境噪声影响也就是分数Brown运动引入到n 个种群、k个资源的资源竞争种群系统

中,从而得到了一个新的随机的资源竞争种群模型.首先讨论了正解的存在性,其次进一步研究该竞争模型

的持久性和灭绝性判断准则.由于随机噪声的引入在分析持久性和灭绝性时,与确定的资源种群竞争系统相

比增加了一定的难度,这也是本文的创新点.同时,当Hurst参数 H>1/2的结果也有待以后继续讨论.
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Asymptoticbehaviourofaclassofresourcecompetitionbiology
speciessystembyafractionalbrownianmotion

YuanHuaimina,ZhangQiminb

(a.CollegeofInformationandEngineering;b.SchoolofMathematicsandStatistics,NingxiaUniversity,Yinchuan750021,China)

Abstract:Inthispaper,thestochasticresourcecompetitivepopulationmodelofnspeciesandkresourcesisstudied(i.e.
chemostatmodel),inwhichthespeciesmortalityratesareinfluencedbythefractionalBrownianmotionofextrinsicnoiseenvi-
ronment.ByconstructingaLyapunovfunctional,thepersistenceandextinctioncriteriaarederivedinthemeansquaresense.
Someexamplesaregiventoillustratetheeffectivenessofthetheoreticalresult.

Keywords:resourcecompetition;biologyspeciessystem;fractionalBrownianmotion;persistence;extinction
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