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肺结核和COVID-19共发感染的建模与分析
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摘 要:肺结核和COVID-19都是由病原体感染肺部引起的呼吸道传染病,并呈现咳嗽、发烧或者呼吸困难等

部分相似的症状.借助动力学理论建立了一类肺结核和COVID-19共发感染的传播动力学模型,讨论了COVID-19
对肺结核控制的可能影响.理论结果表明,除无病平衡点P0 外,模型还存在多个地方病平衡点P1,P2 和P3,并且每

个平衡点在一定条件下都是全局渐近稳定的.数值模拟清晰地展示了COVID-19在人群内持续传播的可能性大于肺

结核.
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肺结核是由结核分枝杆菌感染肺部引起的一种古老的呼吸道传染病,直到今天仍然是一个重要的全球

公共卫生问题[1-3].据估计[4],全球已有四分之一的人口是结核分枝杆菌潜伏感染者.2021年全球结核报告

显示[5],2020年全球新发结核病患者987万,死亡人数超过100万.2020年全球爆发的COVID-19是由新型

冠状病毒感染肺部引起的急性呼吸道传染病,截至2022年1月7日,全球已报告COVID-19确诊病例

2900万余例,死亡病例超过540万[6].
肺结核和COVID-19都影响人类的呼吸系统,主要是肺部,并呈现咳嗽,发烧和呼吸困难等类似的症

状[7].目前已经有不少研究来讨论、预测或模拟肺结核与COVID-19之间的相互作用[8-13],这些研究主要从

医学或者公共卫生的角度来探讨COVID-19全球疫情暴发对肺结核防控的影响,包括疫苗接种[8]、社区或

者家庭内传播[10]等.然而,利用数学模型来定性讨论COVID-19和肺结核相互作用的研究比较少[14-16].
本文将通过建立一类数学模型来分析COVID-19对肺结核传播的影响.首先,在第一部分给出建立的模

型,并讨论模型解的非负性和有界性等系统的适定性;接着,在第二部分讨论模型平衡点的存在性和稳定性,
并给出肺结核和COVID-19在人群内传播、消失的条件.最后,对得到的结果进行总结和讨论.

1 模型

基于肺结核的传播机理,选用经典的SEIR型仓室模型来描述其在人群中的传播[17].由于肺结核和CO-
VID-19这两类疾病在临床症状上具有一定的相似性,考虑利用SEIR模型来研究这两类疾病在人群中共发

感染的传播模式.通过SEIR模型,想要讨论分析COVID-19的流行是否会对肺结核的传播产生影响,肺结

核是否会对COVID-19在人群中的传播产生影响,以及两种疾病之间的相互作用是怎样的.基于此,将整个

人群划分为易感者(S)、肺结核潜伏感染者(E)、肺结核病人(I1)、COVID-19病人(I2)、恢复者(T),共5类,
并做以下假设:
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(1)肺结核潜伏感染者由于没有症状不易被发现,有被感染成为COVID-19病人的可能;
(2)相较于肺结核COVID-19病程较短,不考虑存在COVID-19潜伏感染者,即一旦感染COVID-19就

成为COVID-19病人;
(3)肺结核病人与COVID-19病人之间不会发生交叉感染;
(4)不考虑这两类传染病的复发问题.

以经典的SEIR仓室模型为基础,可将两类传染病的发展过程表示为如下的仓室框图(图1).

基于肺结核和COVID-19的传播机理,结合仓室框图1,构建如下的传染病模型:

dS
dt=Λ-β1SI1-β2SI2-DS,

dE
dt=β1SI1-β2EI2-(D+α)E,

dI1
dt =αE-(D+μ1+γ1)I1,

dI2
dt =β2(S+E)I2-(D+μ2+γ2)I2,

dT
dt =γ1I1+γ2I2-DT.
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其中,Λ 表示人口的输入常数,β1,β2 分别表示肺结核、COVID-19的传染系数,D 表示人口的自然死亡率,

μ1 和μ2 分别表示肺结核、COVID-19病人的因病死亡率,α表示肺结核潜伏感染者发病成为肺结核病人的

发病率,γ1,γ2 分别表示肺结核病人、COVID-19病人的恢复率.模型(1)中所有参数都是非负的.
根据微分方程初值问题解的存在唯一性定理[18]可知,对于任意的非负初值S(0)⩾0,E(0)⩾0,

I1(0)⩾0,I2(0)⩾0,T(0)⩾0,模型(1)的解存在且唯一.接下来,说明模型(1)解的非负性.
当S(0)⩾0时,由模型(1)中的第1个方程可知:

S(t)=e-∫
t

0
(β1I1(s)+β2I2(s)+D)ds[S(0)+∫

t

0
Λe∫

s

0
(β1I1(θ)+β2I2(θ)+D)dθds]>0,t⩾0.

同理,在初值I2(0)⩾0的情况下,由模型(1)中的第4个方程可得:

I2(t)=I2(0)e∫
t

0
[β2(S(s)+E(s))-(D+μ2+γ2)]ds ⩾0,t⩾0.

对于E(0)⩾0,I1(0)⩾0,分情况来说明.(i)E(0)=0,I1(0)=0.则
dE(0)
dt =0,

dI1(0)
dt =0.这说明当

E(0)=0,I1(0)=0时,对任意的t⩾0,有E(t)=0,I1(t)=0.(ii)E(0)和I1(0)中至少有一个大于0.不妨

设E(0)>0,I1(0)⩾0.则存在一个足够小的t1>0,使得E(t)>0,t∈[0,t1].因此,由模型(1)中的第3个

方程可得:

I1(t)=e-(D+μ1+γ1)t[I1(0)+α∫
t

0
E(s)e

(D+μ1+γ1)sds]>0,t∈ (0,t1].
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则必然存在t2 >t1,使得I1(t)>0,t∈ [t1,t2].进而可得:

E(t)=e-∫
t

t1

(β2I2(s)+D+α)ds[E(t1)+∫
t

t1

β1S(s)I1(s)e∫
s

t1

(β2S(θ)I2(θ)+D+α)dθds]>0,t∈ [t1,t2].

重复以上过程可知,当E(0)和I1(0)中至少有一个大于0时,对任意的t⩾0,有E(t)>0,I1(t)>0成立.
即,对任意的非负初值E(0)⩾0,I1(0)⩾0有E(t)⩾0,I1(t)⩾0.进而,当T(0)⩾0时,有

T(t)=e-dt[T(0)+∫
t

0
(γ1I1(s)+γ2I2(s))e-dsds]>0,t⩾0.

综合以上分析可得,模型(1)从任意非负初值出发的解是非负的.
为讨论模型(1)解的有界性,记N(t)=S(t)+E(t)+I1(t)+I2(t)+T(t),并将(1)中的5个方程相

加可得:

dN(t)
dt =Λ-D(S(t)+E(t)+I1(t)+I2(t)+T(t))-μ1I1(t)-μ2I2(t)⩽Λ-dN(t),

则lim
t→∞
supN(t)⩽

Λ
D
,这说明模型(1)的所有非负解有界.即,

Ω={(S,E,I1,I2,T)∈R5+:S+E+I1+I2+T ⩽
Λ
D
}

是模型(1)的一个正向不变集.
由于模型(1)中的T 未在前4个方程中出现,因此可将模型(1)约简为:

dS
dt=Λ-β1SI1-β2SI2-DS,

dE
dt=β1SI1-β2EI2-(D+α)E,

dI1
dt =αE-(D+μ1+γ1)I1,

dI2
dt =β2(S+E)I2-(D+μ2+γ2)I2.
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(2)

易知,模型(1)的子系统(2)与(1)有相同的动力学性态[19].接下来,将借助模型(2)来研究模型(1)的动力学

性态.为此,给出模型(2)的正向不变集为:

Ω={(S,E,I1,I2)∈R4+:S+E+I1+I2 <
Λ
D
}.

  为了方便讨论模型(2)各类平衡点的存在性,引入以下记号:

R1=
Λαβ1

D(D+α)(D+μ1+γ1)
,R2=

Λβ2
D(D+μ2+γ2)

,M =
α
D
[β1
(D+μ2+γ2)

β2(D+μ1+γ1)
-1].

事实上,R1 是仅考虑肺结核在人群内传播时的基本再生数,R2 是仅考虑COVID-19在人群内传播时的基本

再生数,并且当M >1,可得 α
α+D×

β1

D+μ1+γ1
>

β2

D+μ2+γ2

,也就是,R1>R2,这意味着肺结核在人

群内传播的风险高于COVID-19.
进而,直接计算可得:
(1)模型(2)的无病平衡点为:

P0=(S0,E0,I10,I20)=(
Λ
D
,0,0,0).

  (2)肺结核在人群内传播的地方病平衡点为:

P1=(S1,E1,I11,I21)=(
(D+α)(D+μ1+γ1)

αβ1
,
(D+μ1+γ1)

α I11,
D(R1-1)

β1
,0).

  (3)COVID-19在人群内传播的地方病平衡点为:
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P2=(S2,E2,I12,I22)=(
D+μ2+γ2

β2
,0,0,

D(R2-1)

β2
).

  (4)两类疾病在人群内同时传播的地方病平衡点为:

P3=(S3,E3,I13,I23)=

(
(D+μ1+γ1)(D+α)R1

αβ1M
,
D+μ1+γ1

α I13,
(D+α)R1(M -R2)

β1R2M
,
(D+α)(R1-M)

β2M
).

综上所述,有下面的结论成立.
定理1 
(1)模 型(2)始 终 存 在 无 病 平 衡

点P0;
(2)当R1>1时,模型(2)存在仅肺

结核在人群内传播的地方病平衡点P1;
(3)当R2 >1时,模型(2)存在仅

COVID-19在人群内传播的地方病平衡

点P2;
(4)当1<R2 <M <R1 时,模型

(2)存在两类疾病在人群内共发感染传

播的地方病平衡点P3.
事实上,取Λ=100,D =0.007,α=

0.0039,μ1=0.004,γ1=0.9,μ2=0.003,

γ2=0.95.并选取β1 ∈ [0,0.00072]和

β2 ∈[0,0.000269]作为变化参数,在

β1,β2 的 变 化 区 间 内,R1 ∈ [0,4]和

R2 ∈[0,4],可以数值展示定理1的结论,见图2.

2 平衡点的稳定性

将利用Jacobian矩阵来讨论各平衡点的局部稳定性,再通过构造Lyapunov函数来证明它们的全局稳

定性.为此,首先给出模型(2)在平衡点Pi=(Si,Ei,I1i,I2i),(i=0,1,2,3)处的Jacobian矩阵:

J=

-β1I1i-β2I2i-D 0 -β1Si -β2Si

β1I1i -β2I2i-D-α β1Si -β2Ei

0 α -D-μ1-γ1 0

β2I2i β2I2i 0 β2(Si+Ei)-D-μ2-γ2

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

(3)

2.1 无病平衡点P0 的全局稳定性

定理2 当R1 ⩽1,且R2 ⩽1时,模型(2)的无病平衡点P0 是全局渐近稳定的.
证明 选取Lyapunov函数为

VP0 =S-S0-S0ln
S
S0

+E+
D+α
α I1+I2.

则直接计算可得

dV
dt|P0 =

S-S0

S
dS
dt+

dE
dt+

D+α
α

dI1
dt +

dI2
dt =

S-S0

S
(Λ-β1SI1-β2SI2-DS)+β1SI1-

β2EI2-(D+α)E+
D+α
α

[αE-(D+μ1+γ1)I1]+β2(S+E)I2-(D+μ2+γ2)I2=

-
D(S-S0)2

S +[β1S0-
(D+α)

α
(D+μ1+γ1)]I1+[β2S0-(D+μ2+γ2)]I2-β2EI2 ⩽
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-
D(S-S0)

2

S +(R1-1)
(D+α)(D+μ1+γ1)I1

α +(R2-1)(D+μ2+γ2)I2.

当R1 ⩽1,且R2 ⩽1时,有dV
dt|P0 ⩽0.由于dV

dt|P0 =0只在P0 处成立,由Lasalle不变集原理可知,P0 是

全局渐近稳定的.
2.2 仅肺结核在人群内传播的地方病平衡点P1 的全局稳定性

定理3 当1<R1 <M 时,仅肺结核在人群内传播的地方病平衡点P1 是全局渐近稳定的.
证明 利用(3)式可直接给出模型(2)在P1 处的特征方程为:

f1(λ)=[λ-
β2(D+μ1+γ1)(α+DR1)

αβ1
+D+μ2+γ2][λ3+(DR1+(D+α)+(D+μ1+

γ1))λ2+((D+α)+(D+μ1+γ1))λ+D(R1-1)(D+α)(D+μ1+γ1)]=0.

易知λ11=
β2(D+μ1+γ1)(α+DR1)

αβ1
-(D+μ2+γ2)是f1(λ)=0的根.显然,当β2(D+μ1+γ1)

β1(D+μ2+γ2)
>

1+
D
αR1 时,即,R1 <M 时,可得λ11 <0.另外,f1(λ)=0的其余根满足下面的方程:

f1(λ)=λ3+[DR1+(D+α)+(D+μ1+γ1)]λ2+[(D+α)+(D+μ1+γ1)]λ+
D(R1-1)(D+α)(D+μ1+γ1)=0.

  显然,当R1 >1时,f1(λ)=0的所有系数均大于0.并且直接计算可得:

H12=
DR1+(D+α)+(D+μ1+γ1) 1
D(R1-1)(D+α)(D+μ1+γ1) (D+α)+(D+μ1+γ1)

=D2R1
2(2D+α+μ1+γ1)+

DR1(D+α)2+DR1(D+μ1+γ1)2+DR1(D+α)(D+μ1+γ1)+D(D+α)(D+μ1+γ1)>0.

由Routh-Hurwitz判据可知当R1>1时,f1(λ)=0的所有根具有负实部.综合以上分析可知,当1<R1<
M,并且M >1时,P1 是局部渐近稳定的.

接下来,讨论P1 全局稳定性.令

VP1 =S-S1-S1ln
S
S1

+E-E1-E1ln
E
E1

+
D+α
α

(I1-I11-I11ln
I1
I11
)+I2,

并记u1=
S
S1

,v1=
E
E1

,w1=
I1
I11
,x1=β1S1I11+dS1.则

dV
dt|P1 =

S-S1

S
dS
dt+

E-E1

E
dE
dt+

D+α
α

I1-I11
I1

dI1
dt +

dI2
dt =

S-S1

S S[x1(
1
S -

1
S1

)-

β1(I1-I11)-β2I2]+
E-E1

E E[β1(
SI1
E -

S1I11
E1

)-β2I2]+
D+α
α

I1-I11
I1

I1α(
E
I1

-
E1

I11
)+

β2(S+E)I2-(D+μ2+γ2)I2=(u1-1)[x1(
1
u1

-1)-β1S1I11(w1-1)]+(v1-

1)[β1S1I11(
u1w1

v1
-1)]+(D+α)E1(w1-1)(

v1

w1-1
)+[

β2(D+μ1+γ1)(DR1+α)
αβ1

-

(D+μ2+γ2)]I2=β1S1I11(3-
1
u1

-
u1w1

v1
-

v1

w1

)+DS1(2-u1-
1
u1

)+

[β2
(D+μ1+γ1)(α+DR1)

αβ1
-(D+μ2+γ2)]I2 ⩽ [

β2(D+μ1+γ1)(α+DR1)
αβ1

-

(D+μ2+γ2)]I2=(D+μ2+γ2)[
β2(D+μ1+γ1)(α+DR1)

β1(D+μ2+γ2)α
-1]I2.

可见,当β2(D+μ1+γ1)(α+DR1)

β1(D+μ2+γ2)α
<1时,即,R1<M 时,可以得到dV

dt|P1 ⩽0.另外,dV
dt|P1=0只在P1
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处成立,由Lasalle不变集原理可知,当1<R1 <M 时,P1 是全局渐近稳定的.
2.3 仅COVID-19在人群内传播的地方病平衡点P2 的稳定性

定理4当R2 >max{1,M}时,P2 是全局渐近稳定的.
证明 由(3)可知模型(2)在平衡点P2 处的特征方程为:

f2(λ)=λ4+(DR2+α+D+μ1+γ1)λ3+[DR2(DR2+α+D+μ1+γ1)+D(R2-1)(D+

μ2+γ2)+(DR2+α)(D+μ1+γ1)-
αβ1(D+μ2+γ2)

β2
]λ2+{D(R2-1)(D+μ2+

γ2)(DR2+α+D+μ1+γ1)+DR2[(DR2+α)(D+μ1+γ1)-
αβ1(D+μ2+γ2)

β2
]}λ+

D(R2-1)(D+μ2+γ2)[(DR2+α)(D+μ1+γ1)-
αβ1(D+μ2+γ2)

β2
]=0.

显然,当R2>1,且
β2(D+μ1+γ1)(DR2+α)

αβ1(D+μ2+γ2)
>1时,f2(λ)=0的所有系数均大于0.并且直接计算可得

H22=DR2[DR2(DR2+α+D+μ1+γ1)+D(R2-1)(D+μ2+γ2)]+[(DR2+α)(D+μ1+γ1)-
αβ1(D+μ2+γ2)

β2
+DR2(DR2+α+D+μ1+γ1)](DR2+α+D+μ1+γ1)>0,

H23=DR2(DR2+α+D+μ1+γ1)[(DR2+α)(D+μ1+γ1)-
αβ1(D+μ2+γ2)

β2
][(DR2)2+DR2(DR2+

α+D+μ1+γ1)+(DR2+α)(D+μ1+γ1)-
αβ1(D+μ2+γ2)

β2
]+D2R2(R2-1)(D+μ2+

γ2)(DR2+α+D+μ1+γ1)[DR2(DR2+α+D+μ1+γ1)+D(R2-1)(D+μ2+γ2)+
(DR2+α)2+(D+μ1+γ1)2]+2D2R2(R2-1)(DR2+α+D+μ1+

γ1)(D+μ2+γ2)
αβ1(D+μ2+γ2)

β2
>0.

当β2(D+μ1+γ1)(DR2+α)
αβ1(D+μ2+γ2)

>1时,即R2>M,且R2>1时,f2(λ)=0的所有根具有负实部.由Routh-

Hurwitz判据可知,P2 是局部渐近稳定的.
接下来,来证明P2 的全局稳定性.令

VP2 =S-S2-S2ln
S
S2

+E+(
DR2+α

α
)I1+I2-I22-I22ln

I2
I22
,

并记u2=
S
S2

,v2=
I2
I22
,w2=β2S2I22+DS2.则函数VP2

沿着系统的轨线关于t的全导数为:

dV
dt|P2 =

S-S2

S
dS
dt+

dE
dt+(

DR2+α
α

)
dI1
dt +

I2-I22
I2

dI2
dt =

S-S2

S S[w2(
1
S -

1
S2

)-β2(I2-I22)-

β1I1]+β1SI1-β2EI2-(D+α)E+(
DR2+α

α
)[αE-(D+μ1+γ1)I1]+

I2-I22
I2

I2[β2(S-

S2)+β2E]=(u2-1)[w2(
1
u2

-1)-β2S2I22(v2-1)]+β2S2I22(v2-1)(u2-1)+

αβ1(D+μ2+γ2)-β2(D+μ1+γ1)(DR2+α)
αβ2

I1=β2S2I22(2-u2-
1
u2

)+DS2(2-

u2-
1
u2

+)+
αβ1(D+μ2+γ2)-β2(D+μ1+γ1)(DR2+α)

αβ2
I1 ⩽

[
αβ1(D+μ2+γ2)-β2(D+μ1+γ1)(DR2+α)

αβ2
]I1.
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  容易看出,当αβ1(D+μ2+γ2)-β2(D+μ1+γ1)(DR2+α)<0时,即,R2>M 时,可得dV
dt|P2 ⩽

0.由于dV
dt|P2=0只在P2处成立,由Lasalle不变集原理可知,当R2>max{1,M}时,P2是全局渐近稳定的.

2.4 两类疾病在人群内共发感染传播的地方病平衡点P3 的稳定性

定理5 当1<R2<M <R1 时,两类疾病在人群内同时传播的地方病平衡点P3 是全局渐近稳定的.
  证明 通过构造Lyapunov函数来证明P3 的全局渐近稳定性.为此,取

VP3 =S-S3-S3ln
S
S3

+E-E3-E3ln
E
E3

+
(D+α)R3

α
(I1-I13-I13ln

I1
I13
)+I2-I23-I23ln

I2
I23
,

并记u3=
S
S3

,v3=
E
E3

,ω3=
I1
I13
,ϕ3=

I2
I23
,θ3=β1S3I13+β2S3I23+DS3.则

dV
dt|P3 =

S-S3

S
dS
dt+

E-E3

E
dE
dt+

(D+α)R3

α
I1-I13

I1
dI1
dt +

I2-I23
I2

dI2
dt =

S-S3

S S[θ3(
1
S -

1
S3

)-

β1(I1-I13)-β2(I2-I23)]+
E-E3

E E[β1(
SI1
E -

S3I13
E3

)-β2(I2-I23)]+
(D+α)R3

α ×

I1-I13
I1

I1α(
E
I1

-
E3

I13
)+

I2-I23
I2

I2β2[(S-S3)+(E-E3)]=β1S3I13[(u3-1)(
1
u3

-1)-

(u3-1)(ω3-1)+(v3-1)(
u3ω3

v3
-1)]+β2S3I23[(u3-1)(

1
u3

-1)]+DS3[(u3-

1)(1u3
-1)]+(D+α)R3E3[(ω3-1)(

v
ω3

-1)]=β1S3I13(3-
1
u3

-

u3ω3

v3
-
v3

ω3

)+β2S3I2(2-u3-
1
u3

)+DS3(2-u3-
1
u3

)⩽0.

  容易看出,当且仅当S=S3,E=E3,I1=I13 时,可得dV
dt|P3 =0.这说明dV

dt|P3 =0只在P3 处成立.由

LaSalle不变原理可知,P3 是全局渐近稳定的.
事实上,定理5说明在肺结核的传播阈值R1 和COVID-19的传播阈值R2 满足条件1<R2<M <R1

时,这两类疾病可以在人群内共存且同时形成地方病.
基于以上分析,把模型(2)在不同条件下存在的平衡点的稳定条件总结在下面的表1中.

表1 平衡点P0,P1,P2 和P3 的稳定条件

Tab.1 ConditionsforglobalasymptoticstabilityofequilibriumpointsP0,P1,P2andP3

稳定性条件 P0 P1 P2 P3

M>1⇔R2<R1

1<R2<R1

1<M<R2<R1 US US GAS N

1<R2<M<R1 US US US GAS

1<R2<R1<M US GAS US N

R2<1<R1 R2<1<R1<M US GAS US N

R2<R1<1 R2<R1<1<M GAS US US N

M⩽1⇔R1⩽R2
1<R2 US US GAS N

R1⩽R2<1 GAS US US N

其中,在表1中N 表示不存在,US 表示不稳定,GAS 表示全局渐近稳定.由表1可知,只有在 M >1,

R1 >1的情况下,即,

β1
D+μ1+γ1

>max{(1+
D
α
) β2
D+μ2+γ2

,(1+
D
α
)D
Λ
}.

也就是,肺结核病人在其平均染病期内传染易感者的概率大于COVID-19病人在其平均染病期传染易感者
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的概率时,肺结核才可能在人群

内传播并形成地方病.进而,选取

和图2相同的参数值,同样用R1

和R2 作为变化参数,可以数值

展示模型(2)的平衡点 P0,P1,

P2 和 P3 的稳定区域,见图3.
图3清楚地展示出COVID-19在

人群内形成地方病的区域远远大

于肺结核在人群内形成地方病的

区域.另外,为了说明COVID-19
对肺结核在人群内传播的影响,
可以 重 新 将 R1 表 示 为:R1 =

β1α(D+μ2+γ2)R2

β2(D+α)(D+μ1+γ1)
.进而,

直 接 计 算 可 以 得 到:
∂R1

∂R2
=

β1α(D+μ2+γ2)

β2(D+α)(D+μ1+γ1)
>0.这说明随着COVID-19在人群内传播风险R2 的增加,肺结核在人群内的传

播风险R1 也会增加.

3 讨论与结论

由于肺结核和COVID-19都是由病原体感染肺部引起的呼吸道传染病,并且这两类传染病有部分相似

的症状,因此COVID-19疫情暴发后对肺结核的防控带来极大的挑战[10].本文通过建立一类肺结核和COV-
ID-19合并感染的传染病动力学模型讨论了COVID-19传播对肺结核防控的影响.首先,得到了无病平衡点

P0、仅有肺结核在人群内传播的地方病平衡点P1、仅有COVID-19在人群内传播的地方病平衡点P2 和两

类病同时在人群内传播的地方病平衡点P3.接着,分别给出了仅有肺结核或者COVID-19在人群内传播与

否的阈值R1 和R2,并利用R1 和R2 讨论了两类病同时在人群内传播与否的条件.最后,利用构造Lyapunov
函数的方法讨论了各个平衡点的全局稳定性.研究结果表明:当R1⩽1,R2⩽1时,无病平衡点P0 是全局渐

近稳定的,这说明控制R1和R2都不超过1便可以使得这两类疾病在人群内消失;一旦R1>1或者R2>1,
则肺结核或者COVID-19至少有一类疾病会在人群内传播.也就是,如果R2>M >1,或者R2>1>M,则
仅有COVID-19会在人群内传播;如果M >R1>1,则仅有肺结核会在人群内传播;如果R1>M >R2>
1,则肺结核和COVID-19都会在人群内传播;这里,M >1(=1,<1)等价于R1 >R2(=R2,<R2).

事实上,当M ⩽1时,由于 α
D+α×

β1
D+μ1+γ1

⩽
β2

D+μ2+γ2

,意味着COVID-19在人群内的传染率

高于肺结核的传染率,即,COVID-19会在人群内持续传播.而在 M>1的情况下,随着 M 的减少,肺结核在

人群内的传播会逐渐减弱,COVID-19在人群内的传播会逐步增强,最终导致COVID-19在人群内传播.
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Modelingandanalysisoftuberculosisandco-infectionwithCOVID-19

LiuQinghua,CaoHui,LiHaiyan

(SchoolofMathematics&DataScience,ShaanxiUniversityofScienceandTechnology,Xi'an710021,China)

Abstract:BothtuberculosisandCOVID-19arerespiratoryinfectiousdiseasescausedbypathogensinfectingthelungs
withpartiallysimilarsymptomssuchascoughing,feverordifficultybreathing.Inthispaper,atransmissiondynamicmodelof
tuberculosisandco-infectionwithCOVID-19wasestablishedbyusingdynamictheory,andthepossibleimpactofCOVID-19
ontuberculosiscontrolwasdiscussed.Theresearchresultsshowthatinadditiontothedisease-freeequilibriumP0,thereare
severalendemicequilibriaP1,P2andP3forthemodel,andeachequilibriumpointisgloballyasymptoticallystabilityunder
certainconditions.FinallynumericalsimulationsclearlyshowthatthepossibilityofsustainedtransmissionofCOVID-19inthe

populationishigherthanthatoftuberculosis.

Keywords:COVID-19;tuberculosis;co-infection;stability
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