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带跳的随机波动模型的参数估计
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摘 要:讨论了带跳的随机波动模型中的参数估计问题,假设跳过程服从双指数跳,波动项服从 Heston模型.
首先借助Lee-Myland方法识别跳跃部分,运用极大似然估计方法对跳跃部分的参数进行估计.然后将扩散部分离散

化之后用极大似然估计方法对扩散项的参数进行估计.最后,利用上证综合指数2015-2018年的历史数据进行实证

分析,实验结果表明使用该方法能有效估计带跳的随机波动率模型的参数.
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自从1973年布莱克(BLACK)和舒尔斯(SCHOLES)发表了期权定价公式以来[1],特别是20世纪90年

代以来,期权已成为最有活力的衍生金融产品,并得到了迅速发展和广泛应用.关于期权定价理论,已有很多

学者通过放松Black-Scholes模型的假定提出了各种拓展的定价模型.如:跳-扩散模型、随机波动率模型等.
然而,大量金融统计数据表明B-S模型与实际情形存在系统偏差,其中主要的两种不一致现象是:(1)由

B-S模型确定的资产价格分布过程的峰度过小;(2)实际观测到的资产价格分布的两条拖尾曲线都比B-S
模型假设的对数正态分布要宽,即存在隐含波动率微笑(impliedvolatilitysmile)的现象.为改进B-S模型达

到与实际相符的目的,目前文献上提出了许多方法,主要集中于如下两方面的推广:一是对于资产价格分布

过程引入随机跳得到跳-扩散模型,见文献[2-3];二是假设波动率为随机过程得到随机波动率模型,即允许

资产价格分布过程的波动率表现为某种随机过程,见文献[4-5].
随机波动率模型[6]与跳扩散模型各有优缺点:跳-扩散模型能很好地刻画各种重大突发事件对资产价格

的影响,如新的发明发现、突发战争、自然灾害、新的经济政策的宣布实行以及国际国内形势的突然变化等因

素对资产(如股票)价格产生的剧烈影响,纯粹的随机波动率模型是不能迅速反映这种影响的;另一方面,在
没有重大事件到来时,跳-扩散模型中的常值波动率与实际相违背,这已成为不争的事实,此时,随机波动率

模型却能较好地解释资产价格的变化.因此有充足的理由认为,将跳-扩散模型与随机波动率模型组合得到

的模型更能充分地反映资产价格的变化规律.
随机波动率模型是一种典型的非线性、非高斯状态空间模型,其似然函数为一个极为复杂的高维积分,

这导致随机波动率模型中的参数难以估计.近几十年来,在随机波动率模型的参数估计方面已经取得了很大

的进展.为了估计随机波动率模型中的参数,学者们提出了许多方法,包括广义矩方法(GMM)[7]、有效矩方

法(EMM)[8]和马尔可夫链蒙特卡罗方法(MCMC)[9]等.文献[10]对随机波动模型的各种参数估计方法进行

了综合的比较研究.在估计随机波动模型的上述方法中,GMM 和EMM 方法都比较简单,但研究发现其有

限样本性质和估计有效性不如 MCMC.尽管 MCMC对随机波动模型的估计比GMM和EMM都更为有效,
但其在计算上负担较大.一种有效且计算量较小的估计方法是极大似然估计方法(MLE)[11-12].近几年跳扩

散模型参数估计的研究也主要集中在上述的几种估计方法.本文引入了Lee-Mykland[13]方法识别跳跃,并用

极大似然估计方法(MLE)分别对跳跃部分和随机波动部分的参数进行估计.
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1 模型建立

假设标的资产的价格过程St 满足如下模型:

dS(t)
S(t)=μdt+σ(t)dW(t)+(e

Ju -1)dNu(λu)+(e
-Jd -1)dNd(λd), (1)

其中W(t)是Ft 适应的标准布朗运动.μ 是漂移率,波动率σ(t)是随机波动过程,满足dσ2(t)=(α+

βσ2(t))dt+ωσ(t)dWσ(t),其中α,β及ω均为常数.Ju 和Jd 分别表示向上和向下的跳跃幅度,皆服从指数分

布.dNu(λu)(Nd(λd))表示强度为λu(λd)的泊松计数过程.
利用伊藤引理对 (1)式进行对数变换后,得到如下形式:

dlnS(t)=(μ-
1
2σ

2)dt+σ(t)dW(t)+JudNu(λu)-JddNd(λd). (2)

2 跳的识别

这部分是利用文献[12]提出的一种跳识别的方法,即Lee-Mykland逐时点检验方法,此方法能检测某

个给定的收益率数据是否服从纯粹连续分布,从而识别出过程中的跳.
首先构造检验统计量L(i)来检测在ti 时刻是否存在从ti-1 到ti 的跳:

L(i)≡
lnS(ti

)/S(ti-1
)

σ̂(ti)
, (3)

其中

σ̂(ti)2=
1

K -2 ∑
i-1

j=i-K+2
|lnS(tj)/S(tj-1)||lnS(tj-1)/S(tj-2)| (4)

为用现实双幂变差估计该点的时点方差,S(ti)为ti 时刻的价格数据.统计量L(i)渐近服从均值为0,标准

差为1
c2

的正态分布,其中c=
2
π .

视窗大小K 是一个折中选择,如果K 值太小,统计变量L(i)就很难有效估计跳,而如果K 值太大,又会

带来很重的计算负担.因此,K 需要满足的条件为K=Op(Δα),其中-1<α<-0.5,Op 表示对任意的ε>
0存在一个有限的常数Mε,使得P(|K|>Mεδα)<ε.

Lee和 Mykland给出了跳识别的拒绝域,并证明了若在时间间隔 (ti-1,ti]内不存在跳,则在Δt→0时

有:

max|L(i)|-Cn

Sn
→Ψ, (5)

其中,Ψ 是一个累积分布函数,满足p(Ψ ⩽x)=exp(-e-x),

Cn =
2ln(n)0.5

c -
ln(π)+ln(lnn)
2c(2lnn)0.5

,Sn =
1

c(2lnn)0.5
, (6)

其中,c=
2
π
,n 是样本容量,K 为视窗大小.

通过构造以上检验统计变量,在给定显著性水平时就能得到相应的检验结果.例如,假设显著性水平α=

0.01,令β* =(|L(i)|-Cn
)/Sn

,可得p(ε⩽β*)=exp(-e-β*)=0.99,即阈值β* = -ln(-ln(0.99))=
4.6001,由此可以得到判断依据:若(|L(i)|-Cn

)/Sn >4.6001,则在ti 时刻存在跳.
下面给出股票价格收益率序列的跳跃识别算法:
(1)对资产价格收益率数据用(3)式和(4)式计算统计变量L(i).
(2)选择一个显著性水平α计算阈值,Ψ 是一个累积分布函数,满足p(Ψ ⩽β*)=exp(-e-β*)=1-α.
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(3)如果 (L(i)-Cn
)/Sn >β*,则确定在(ti-1,ti]时间段内存在跳,否则不存在跳.

对每个点重复以上3个步骤直到将所有样本检测完成.为简单起见,将检测出的跳变序列记为SJ
t,同时

分离出来连续部分的时间序列数据,并记为SC
t ,然后分别对这两个序列进行参数估计.

3 参数估计

利用Lee-Mykland跳识别方法,可以识别出收益率序列中的跳跃点和跳跃时刻,将其从扩散过程中分

离出来,从而得到跳跃序列SJ
t 和连续序列SC

t .由于SC
t 缺失了部分数据导致扩散部分不完整.为了可以抹平

数据,选用跳跃点前后6个时刻的数据均值替换此数据,使得连续序列更平滑,得到修正的扩散过程.
3.1 跳跃部分参数估计

3.1.1 跳跃频率的估计

对于强度为Poisson计数过程来说,对其频率的估计可以用极大似然法估计方法:̂λl(ξ1,ξ2,…,ξn)=

ξ=
1
n ∑

n

i=1
ξi,其中ξ1,ξ2,…,ξn 为样本点.

用本文介绍的跳识别方法检测出样本中跳跃序列SJ
t,统计出跳跃幅度大于0的个数为m1,小于0的个

数为m2,则向上(下)跳跃频率的估计为:̂λu =
m1

n
,̂λd =

m2

n
,其中n 为样本点个数.

3.1.2 跳跃幅度的估计

对于服从指数分布的λ,由对数似然函数lnL(̂λ)=nln̂λ-λ̂nX 得到其极大似然估计:̂λ=
1
x =

1
1
n∑

n

i=1
xn

,其中x1,x2,…,xn 为样本点.

由上述方法计算可得修正后的连续扩散序列,记为:SC
t =
1
6
(St-3+St-2+St-1+St+1+St+2+St+3),将

SJ
t 依时刻分别与SC

t 相减,即得到上、下跳幅.大于0的个数记为m1,即为Ju
i(i=1,2,…,m1);小于0的个数

记为m2,即为Jd
j(j=1,2,…,m2).向上和向下跳跃幅度的估计值分别为:

η̂u =Ju =
1

m1∑
m1

i=1
Ju

i

;̂ηd =Jd =
1

m2∑
m2

j=1
Jd

j

.

3.2 扩散过程的参数估计

假设扩散部分服从Heston[14]模型,

dSC(t)
SC(t)

=μdt+σ(t)dWs(t),

dσ2(t)=(α+βσ2(t))dt+ωσ(t)dWσ(t),

ì

î

í

ï
ï

ïï

(7)

其中,Ws(t)和Wσ(t)是相互独立的布朗运动[15].扩散部分模型的参数为μ,α,β,ω.
首先将模型离散化,其形式如下:

SC(tn+1)-SC(tn)=μSC(tn)Δtn +σ(tn)SC(tn)ΔW1(t),

σ2(tn+1)-σ2(tn)=(α+βσ2(tn))Δtn +ωσ(tn)ΔW2(t),{ (8)

其中,ΔWi(tn)=Wi(tn+1)-Wi(tn),i=1,2.

记Y=(y1,…,yn)T,Δ=(Δ1,…,Δn)T,其中,yn =
SC(tn+1

)-SC(tn
)

SC(tn
)

,而Δn =σ2(tn+1)-σ2(tn),设

zn ≜(yn,Δn)T 的条件分布为:zn ~N(μn,Σn)其中,

μn =
μΔtn

(α+βσ
2

n
)Δtn

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ,Σn =
σ2nΔtn,0
0,ω2σ2nΔtn

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ .
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所以,给定的参数 (Y,Δ)的条件分布为:

f(Y,Δ|μ,α,β,ω)=∏
M-1

n=0

1

2Π|Σn|
1
2
exp{-

1
2
(zn -μn)TΣ-1

n (zn -μn)}∝

1
ωMexp{-∑

M-1

n=0

(yn -μΔtn
)2ω2

+[Δn -(α+βσ
2

n
)Δtn

]2

2ω2σ2nΔtn

},

因此给定参数 (Y,Δ)的似然函数为:

L(μ,α,β,ω)∝
1
ωMexp{-∑

M-1

n=0

(yn -μΔtn
)2ω2

+[Δn -(α+βσ
2

n
)Δtn

]2

2ω2σ2nΔtn

}=

exp{-∑
M-1

n=0

(
yn

σn
-μ

Δtn

σn

)2

2Δtn

}×ω-Mexp{-∑
M-1

n=0

[
Δn

σn
-(α+βσn

2)
Δtn

σn

]2

2ω2Δtn

}≜L1×L2. (9)

  由于(9)式计算难度较大,其计算过程可参考文献[16].为了极大化函数,首先极大化L2 式,此时,假设

在ω 给定的条件下,需要极小化∑
M-1

n=0

[
Δn

σn
-α

Δtn

σn
-βσnΔtn]2.于是可以得到参数应满足如下关系式(̂α,̂β)=

(XTX)-1XTZ,其中:

X =

Δt0
σ0
,σ0Δt0

︙,︙

Δt0
σ0
,σ0Δt0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

,Z=

Δ0

σ0
︙

Δn-1

σn-1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

.

于是,极大化L2要求ω̂=
‖Z-X(̂α,̂β)

T
‖

MΔtn

=
‖Z-X(XTX)-1XTZ‖

MΔtn

;其次,再极大化L1式,可得参数应

满足μ̂=(∑
M-1

n=0

yn

σn

)/(∑
M-1

n=0

Δtn

σn

).

综上,当参数满足下式,可使似然函数取得最大值,

(̂α,̂β)=(XTX)-1XTZ,

ω̂=
‖Z-X(XTX)-1XTZ‖

MΔtn

.

μ̂=(∑
M-1

n=0

yn

σn

)/(∑
M-1

n=0

Δtn

σn

),

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

解之即得,各参数的极大

似然估计为:

μ̂=(∑
M-1

n=0

yn

σn

)/(∑
M-1

n=0

Δtn

σn

),

α̂=(1,0)(XTX)-1XTZ,

β̂=(0,1)(XTX)-1XTZ,

ω̂=
‖Z-X(XTX)-1XTZ‖

MΔtn

.

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

4 实证分析

下面利用上一节的模型对上证综合指数进行实证分析,选取上证综合指数从2015.08.20至2018.08.20
的收盘价为样本,共有732个观测值.由于原始数据不够稳定,因此对原始数据取对数,这样既不会改变数据

的相关性又能使原始数据变得相对平稳.使用yt=lnSt-lnSt-1 可以计算出对数收益率,其中St 是t时刻

的收盘价.图1给出了样本收益率的时间序列图.
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从图1可以看到,股票收益率的收据并不平稳,存在多个跳跃点.使用Lee-Mykland跳识别方法识别出

跳跃序列,如图2所示.

从图2可以看出,从2015年到2018年上证指数向上跳跃7次,向下跳跃20次.
利用跳跃部分的参数估计方法可以估计出该部分的参数估计结果见表1.

表1 跳跃部分参数估计结果

Tab.1 Recognitionresultsofjumpparameters

参数 λ̂u λ̂d ηu ηd

估计结果 0.0096 0.0273 0.0217 0.0327

  从参数估计结果可以看出向上和向下跳跃的年

频率分别为0.0096和0.0273,而跳跃幅度相仿.
将跳跃部分过滤出去,用跳跃点前后6个数据

的平均值来取代跳跃点的价格,得到修正后的连续

扩散过程收益率序列.如图3所示.
最后利用离散化的极大似然估计(ML)方法,估

计出扩散项和随机波动率部分的参数为见表2.
表2 连续部分参数估计结果

Tab.2 Recognitionresultsofcontinuouspartialparameters

参数 μ α β ω

估计结果 2.7853 23.4859 -26.5548 1.3739

5 结束语

本文对带跳的随机波动率模型的参数估计问题

进行了探讨,通过引入LM方法,不仅能把跳跃的时间点和参数识别出来,而且能有效地估计出随机过程的

参数.实证结果表明:该模型不仅仅可以对资产价格序列数据进行有效的统计分析,而且也更贴合实际数据.
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Parameterestimationofstochasticvolatilitymodelwithjump

LiuLimin,WanMengran

(CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

Abstract:Thispaperdiscussestheparameterestimationprobleminthestochasticvolatilitymodelwithjumps.Itisas-
sumedthatthejumpprocessobeysthedoubleexponentialjumpandthevolatilitytermobeystheHestonmodel.Firstly,the
Lee-Mylandmethodisusedtoidentifythejumppart,andthemaximumlikelihoodmethodisusedtoestimatetheparameters
ofthejumppart.Thenthediffusionpartisdiscretizedandtheparametersofthediffusiontermareestimatedbythemaximum
likelihoodmethod.Finally,weusethehistoricaldataoftheShanghaiCompositeIndex2015-2018yearsforempiricalanalysis.
Theexperimentalresultsshowthatthemethodcaneffectivelyestimatetheparametersofthestochasticvolatilitymodelwith

jump.

Keywords:stochasticvolatility;LM method;maximumlikelihoodestimation
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