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有限域上随机多项式的统计渐近性质
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摘 要:主要研究有限域上随机多项式的统计渐近性质.具体地,应用相依图和Stein方法证明了关于互素多

项式经验密度的中心极限定理和中偏差原理,从而将已有文献中关于整数环上的部分结果推广到了多项式环.
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文献[1]在1849年研究整数性质时发现了一个有趣的密度定理:任取两个自然数其恰好互素的可能性

为6/π2,也即

lim
N→∞

#{(m,n)∈N2:1⩽m,n⩽N,gcd(m,n)=1}
N2 =

1
ζ(2)

=
6
π2
, (1)

其中 #A 表示集合A 中元素个数,gcd(m,n)表示自然数m,n的最大公因子,ζ(·)是Riemann-zeta函数.文
献[2-4]进一步证明了任取n 个自然数,其恰好互素的可能性为ζ-1(n).文献[5]给出了Dirichlet密度定理

的严格概率证明.在此基础上,文献[6]考虑了涨落问题,证明了中心极限定理.文献[7]将概率方法与数论函

数估计相结合研究了有关整数互素的一些有趣统计量的中心极限定理.最近,文献[8]应用纯概率方法给出

了中心极限定理的收敛速度并证明了中偏差与大偏差原理.若对Dirichlet定理的历史感兴趣,请参阅文献

[9]中的历史注记.关于数论中的概率方法方面更深入的讨论可参阅文献[10-12].
自然地,可考虑有限域上多项式环中元素的类似问题.给定素数q,令Fq =Z/qZ 是含q 个元素的有限

域,Fq[x]是Fq 上的多项式环.记 M为Fq[x]中首1多项式之全体,P为Fq[x]中首1不可约(素)多项式

全体;任给f∈M,若f 为非零多项式,则令|f|∶=qdeg(f);否则,令|f|=0.注意到|f|可度量f 的大小.
任给t∈Dq∶={qz:z=0,1,2,….},分别用 Mt 与Pt 表示不超过t的首1多项式和首1不可约多项式全体.
关于有限域上多项式环的更多介绍可参阅文献[13-14].事实上,可将Fq[x]中元素做如下排列:

fn(x)=∑
∞

i=1
b
(q)
i (n)x

i-1,n=0,1,2,…,

其中b
(q)
i (n)∈ {0,1,…,q-1}表示n的q进制展开中第i个位置上的值,即n=∑

∞

i=1
b
(q)
i (n)qi-1,注意到此

处牵涉到的级数都只是有限项.文献[15-17]研究了函数域上的Dirichlet定理,证明了任取两个多项式其恰

好互素的可能性为1-q-1,即

lim
N→∞

#{(m,n)∈N2:0⩽m,n⩽N -1,gcd(fm,fn)=1}

N2 =
1

ζq
(2)=1-

1
q
, (2)

其中ζq(·)是Dedekindq-zeta函数:
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ζq(s)∶=∑
f∈M

1
|f|s =

1
1-q1-s

,s>1.

文献[18]证明了任取n 个多项式,其恰好互素的可能性为ζ
-1
q
(n).关于有限域上随机多项式的其他有趣的

统计渐近性质可参阅文献[19-20].
本文主要目的是考虑有限域上随机多项式的涨落问题及精细渐近行为,即要证明函数域上随机多项式

的中心极限定理与中偏差原理;其一方面将文献[7-8]中关于整数环上的部分结果推广到了多项式环,另一

方面也可用于构造投影Fq[x]-模的自由模表示及有限域上多项式因子分解的概率算法,并进一步研究算法

的有效性及效率等问题,具体可参见文献[16,18].为方便起见,在这里简单介绍一下关于大偏差理论的术

语.设I是非负的下半连续函数(即水平集 {x:I(x)⩽α}对任意的α>0都是闭集),说实值随机序列{ξn}
满足速度为{bn},速率函数为I的大偏差原理,若对任意Borel可测集A,有下式成立

-inf
x∈A°

I(x)⩽lim
n→∞
inf1bn

lgP(ξn ∈A)⩽lim
n→∞
sup

1
bn
lgP(ξn ∈A)⩽-inf

x∈􀭿A
I(x),

其中A°,􀭿A 分别表示集合A 的内部与闭包.关于大偏差理论及其应用的更详尽介绍可参阅文献[21-22].

1 主要结果

设 (Ω,A,P)是完备概率空间.给定t∈Dq,令X(t)是取值于 Mt 的均匀随机变量.设X
(t)
1 ,X

(t)
2 ,…,X

(t)
n

是取自总体X(t)的简单随机样本,即它们相互独立且公共分布为 Mt 上的均匀分布.考虑如下的U-统计量

U
(t)
n ∶=

1
n
2
æ

è
ç

ö

ø
÷

∑
1⩽i<j⩽n

1{gcd(X(t)i ,X(t)j )=1}
,t∈Dq,n⩾2. (3)

  为叙述主要结果,需要回忆随机变量之间的 Wasserstein度量.任给随机变量U,V,称

dW(U,V)∶=sup{|E[h(U)]-E[h(V)]|:h∈H},
为U,V 的 Wasserstein度量,其中H表示R上的1-Lipschitz函数之全体.

定理1[中心极限定理] 定义

U
(t)
n =

U
(t)
n -E(U

(t)
n )

Var(U
(t)
n )

, (4)

则对任意固定的t∈Dq,

dW(U
(t)
n ,N(0,1))⩽

c
n
, (5)

这里,N(0,1)为标准正态随机变量,c为非负的普适性常数.特别当n→ ∞ 时,

U
(t)
n →dN(0,1), (6)

其中“→d”表示依分布收敛.
进一步,记

σ2q,t∶=P(gcd(X
(t)
1 ,X

(t)
2 )=1=gcd(X

(t)
1 ,X

(t)
3 ))-P2(gcd(X

(t)
1 ,X

(t)
2 )=1), (7)

则由2.1节中计算可知,当t→∞时有

σ2q,t →σ2q∶=∏
ϕ∈P

(1-2q-2deg(ϕ)+q-3deg(ϕ))-(1-q-1)2. (8)

  则有下述大偏差结果:

定理2[中偏差] 设正实数列{an}满足:当n→∞时,n/an→0且an/n→0.则对任意固定的t∈Dq,

随机变量序列{na-1
n (U

(t)
n -E(U

(t)
n ))}满足速度为{a2

n/n}、速率函数为Iq,t(x)=x2/(8σ2
q,t
)(x∈R)的大偏

差原理.
注记1 事实上,从定理1与定理2的证明中可知:当t=tn∈Dq 随n变化趋于无穷时,定理1仍然成立;

定理2也成立,但此时的速率函数变为Iq(x)=x2/(8σ2
q
),x ∈R.
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2 定理证明

本节中,将采用相依图的方法证明主要结果(定理1与定理2).
2.1 辅助性引理

本小结主要介绍证明中需要的相依图概念以及两个关键性定理,更详尽的信息请参阅文献[23-26].
给定图G=(V,E),其中V 是顶点集,E 是边集,以及随机变量族{Xλ,λ∈Λ}.说图G 是该随机变量族

的相依图,若(i)顶点集V 与该随机变量族是一一对应的,(ii)若V1,V2 ⊆V 且V1∩V2=Ø,则V1 中顶点

对应的随机变量与V2 中顶点对应的随机变量相互独立.具有相依图结构的随机变量族有某种相依性质,该
性质也可用相依邻居的概念刻画.说随机变量族{X1,X2,…,Xn}有相依邻居Ni⊆{1,2,…,n},i=1,2,…,

n,若i∈Ni 并且Xi 与{Xj,j∉Ni}相互独立.

引理1[23] 给定随机变量族 {X1,X2,…,Xn},E(Xi)=0,E(X4
i)< ∞,记σ2

n =Var(∑
n

i=1Xi),Wn =

∑
n

i=1
Xi/σn.设{X1,X2,…,Xn}有相依邻居Ni,i=1,2,…,n,令Dn∶=max

1⩽i⩽n
#Ni,则

dW(Wn,N(0,1))⩽
D2

n

σ3n
∑
n

i=1
E(|Xi|3)+

28D3/2
n

πσ2n
∑
n

i=1
E(X4

i).

引理2[24] 设 (Ω,A)=􀱋k(n)
i=1
(Xi,Bi)是乘积可测空间,其上概率为乘积测度P =􀱋k(n)

i=1μi.设Xk(n)=(X1,

X2,…,Xk(n))是(Ω,A,P)上典则过程,令Yk(n)=(Y1,Y2,…,Yk(n))是Xk(n)的独立版本,即Yk(n)与Xk(n)相

互独立且同分布.给定有界可测函数f:Ω →R,其一阶、二阶差分如(14)式所定义.又设{dn}如(17)式所定

义.若存在正实数列{βn},{λn}及正常数δ 使得当n→ ∞ 时有下列条件成立:

(i)λ-3
nβ

2
ndn →0,

(ii)λ-2
nβnVar(f(Xk(n)))→δ,

则随机变量序列{λ-1
n (f(Xk(n))-E[f(Xk(n))])}满足速度为{βn}、速率函数为I(x)=x2/(2δ)(x∈R)的

大偏差原理.
2.2 定理1的证明

为方便起见,记a
(t)
ij =1{gcd(X(t)i ,X(t)j )=1}

,1⩽i<j⩽n,则 {a
(t)
ij
,1⩽i<j⩽n}同分布.由文献[15]知

τq,t∶=E(a
(t)
ij
)=P(gcd(X

(t)
i ,X

(t)
j
)=1)=1-q-1+q-1(1-q-1)t-2 →1-q-1,t→ ∞. (9)

考虑a
(t)
ij 的中心化􀭹a

(t)
ij =a

(t)
ij -E(a

(t)
ij
),从而有U

(t)
n -E(U

(t)
n )=

2
n(n-1) ∑1⩽i<j⩽n􀭹a

(t)
ij .下面,来计算

∑
1⩽i<j⩽m

􀭹a
(t)
ij 的方差.注意到,

Var ∑
1⩽i<j⩽n

􀭹a
(t)
ij( ) =E ∑

1⩽i<j⩽n
􀭹a
(t)
ij( )

2

[ ] =E ∑
1⩽i<j⩽n

􀭹a
(t)
ij · ∑

1⩽k<l⩽n
􀭹a
(t)
kl( ) = ∑

(i,j),(k,l)
E(􀭹a

(t)
ij􀭹a

(t)
kl ), (10)

其中,最后一个求和式的指标满足1⩽i<j⩽n,1⩽k<l⩽n.分3种情况来讨论(10)式中最后一个求和

式的计算.
情形1 {i,j}∩ {k,l}=Ø.此时显然有E(􀭹a

(t)
ij􀭹a

(t)
kl )=E(􀭹a

(t)
ij
)E(􀭹a

(t)
kl )=0.

情形2 {i,j}∩ {k,l}={i,j}={k,l},即i=k,j=l.此时有

E(􀭹a
(t)
ij􀭹a

(t)
kl )=E[(􀭹a

(t)
ij
)2]=E[(a

(t)
ij
)2]-(E(a

(t)
ij
))2=E(a

(t)
ij
)(1-

E(a
(t)
ij
))=τq,t

(1-τq,t
)→q-1(1-q-1),t→ ∞.

  情形3 #({i,j}∩ {k,l})=1.不失一般性,设i=k,j≠l.注意到,

E(􀭹a
(t)
ij􀭹a

(t)
kl )=E(􀭹a

(t)
ij􀭹a

(t)
il )=E[(a

(t)
ij -Ea

(t)
ij
)(a

(t)
il -Ea

(t)
il )]=E(a

(t)
ija

(t)
il )-[E(a

(t)
ij
)]2.

注意到上式中第2项之前已有处理,因而只需估计第1项.显然,

E(a
(t)
ija

(t)
il )=P(gcd(X

(t)
i ,X

(t)
j
)=gcd(X

(t)
i ,X

(t)
l )=1)=

P(gcd(X
(t)
1 ,X

(t)
2 )=gcd(X

(t)
1 ,X

(t)
3 )=1).
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  为估计这个概率,需要引入辅助随机变量.设Y,Y1,Y2,Y3 是取值于多项式环Fq[x]上的独立同分布随

机变量,且满足P(ϕ|Y)=|ϕ|-1=q-deg(ϕ),ϕ∈P,其中g|f 表示g 整除f.不难算得

P(gcd(Y1,Y2)=gcd(Y1,Y3)=1)=∏
ϕ∈P

(1-2q-2deg(ϕ)+q-3deg(ϕ)). (11)

又注意到,当t→ ∞ 时,P􀳱(X(t))-1→dP􀳱Y-1,因而可得,t→∞时P(gcd(X
(t)
1 ,X

(t)
2 )=gcd(X

(t)
1 ,X

(t)
3 )=

1)→∏
ϕ∈P

(1-2q-2deg(ϕ)+q-3deg(ϕ)).

也即,t→∞时有

E(􀭹a
(t)
ij􀭹a

(t)
kl )→∏

ϕ∈P

(1-2q-2deg(ϕ)+q-3deg(ϕ))-(1-q-1)2. (12)

  总结上述3种情况的分析可知

Var ∑
1⩽i<j⩽n

􀭹a
(t)
ij( ) = ∑

(i,j),(k,l)
E(􀭹a

(t)
ij􀭹a

(t)
kl )= ∑

i=k,j=l
E(􀭹a

(t)
ij
)2+ ∑

#({i,j}∩{k,l})=1

(E(a
(t)
ija

(t)
il )-[E(a

(t)
ij
)]2)=

n(n-1)
2 E(a

(t)
12)(1-E(a

(t)
12))+n(n-1)(n-2)(E(a

(t)
12a

(t)
13)-[E(a

(t)
12)]

2)=

n(n-1)
2 τq,t

(1-τq,t
)+n(n-1)(n-2)σ2q,t →

n(n-1)
2 q-1(1-q-1)+

n(n-1)(n-2)σ2q,t→ ∞, (13)

其中τq,t,σ
2
q,t
,σ2

q 分别如(9)、(7)及(8)式中所定义.
下面,采用相依图与Stein方法来完成定理1的证明.给定t∈Dq,令

U
(t)
n ∶=

U
(t)
n -E(U

(t)
n )

Var(U
(t)
n )

=
∑

1⩽i<j⩽n
􀭹a
(t)
ij

Var∑1⩽i<j⩽n􀭹a
(t)
ij( )

 .

注意到,{􀭹a
(t)
ij
,1⩽i<j⩽n}具有相依图结构.因此,由引理1可知

dW(U
(t)
n ,N(0,1))⩽

D2
n

σ
(t)
n( )

3 ∑
1⩽i<j⩽n

E(|􀭹a
(t)
ij |3)+

28D3/2
n

π(σ
(t)
n )

2 ∑
1⩽i<j⩽n

E[(􀭹a
(t)
ij
)4],

其中Dn=2n-5(n 充分大),σ
(t)
n ∶= Var ∑

1⩽i<j⩽n
􀭹a
(t)
ij( ) .此外,又注意到

|􀭹a
(t)
ij |= 1{gcd(X(t)i ,X(t)j )=1}-P(gcd(X

(t)
i ,X

(t)
j
)=1)⩽1.

因此,结合前面关于方差的渐近分析可得,对任意的t∈Dq 都有

dW(U
(t)
n ,N(0,1))⩽

2n4

σ
(t)
n( )

3+4
7
π

n5/2

σ
(t)
n( )

2 ⩽
c
n
,

其中c是不依赖于n,t的正普适性常数.定理1证毕.
2.3 定理2的证明

证明主要基于文献[24]中的想法.
记X

(t)
n =(X

(t)
1 ,X

(t)
2 ,…,X

(t)
n ),令Y

(t)
n =(Y

(t)
1 ,Y

(t)
2 ,…,Y

(t)
n )是X

(t)
n 的独立版本,即Y

(t)
n 与X

(t)
n 相互独

立且同分布.任给1⩽i⩽n,令Mi
t=Mt,设f 是从∏

n

i=1
Mi

t 到R的有界可测函数,如下定义其一阶与二阶差分

(j<i):

Δif(X
(t)
n ;yi)∶=f(x1

(t),…,x
(t)
n )-f(x1

(t),…,xi-1
(t),yi,x

(t)

i+1
,…,x

(t)
n ),

ΔiΔjf(X
(t)
n ;yj,yi)∶=Δif(X

(t)
n ;yi)-f(x

(t)
1 ,…,x

(t)
j-1
,yj,x

(t)
j+1
,…,x

(t)
n )+

f(x
(t)
1 ,…,x

(t)
j-1
,yj,x

(t)
j+1
,…,x

(t)
i-1
,yi,x

(t)
i+1
,…,x

(t)
n ). (14)

对任意固定的t∈Dq,令

f(X
(t)
n )= nU

(t)
n =

2
n(n-1) ∑1⩽i<j⩽n1{gcd(X

(t)
i ,X(t)j )=1}

, (15)
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则对任意的t∈Dq,x
(t)
n ,y

(t)
n ∈∏

n

i=1
Mi

t,有

Δif(x
(t)
n ;yi)⩽

4
n
,ΔiΔjf(x

(t)
n ;yj,yi)⩽

8
n(n-1)

. (16)

进一步的,若记βn =a2
n/n,λn =an/ n,

d
(t)
n ∶=∑

n

i=1

(sup
ω∈Ω
Δif(X

(t)
n ;Y

t
i))

2(1
3supω∈Ω

Δif(X
(t)
n ;Y

t
i)+

1
4∑

i-1

j=1
sup
ω∈Ω
ΔiΔjf(X

(t)
n ;Y

(t)
j
,Y

(t)
i )), (17)

则利用(16)估计式,通过简单计算可得

β
2
n

λ3n
·d

(t)
n ⩽

a4
n

n2·
n3/2

a3
n

·112
3n

⩽
40an

n .

进一步有βn

λ2
n

·Var(f(X
(t)
n ))=Var(nU

(t)
n )=

4
n(n-1)2

·Var ∑
1⩽i<j⩽n

a
(t)
ij( ) →4σ2

q,t
,n→∞,此处取极限时

用到了方差的渐近估计(13)式且σ2
q,t 如(7)式中所定义.因而,由引理2可知,随机序列{na-1

n (U
(t)
n -

E(U
(t)
n ))}满足速度为{a2

n/n}、速率函数为Iq,t(x)=x2/(8σ2
q,t
)的大偏差原理.定理2证毕.
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Asymptoticstatisticsofrandompolynomialsoverfinitefields

LiMeng,MiaoYu,YangGuangyu

(1.SchoolofMathematicsandStatistics,ZhengzhouUniversity,Zhengzhou450001,China;

2.CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

  Abstract:Inthispaper,wemainlystudytheasymptoticstatisticalpropertiesofrandompolynomialsoverfinitefields.
Tobeexplicit,weestablish,bythedependencygraphsandStein'smethods,thecentrallimittheoremsandmoderatedeviations
fortheempiricaldensityoftheco-primerandompolynomials,whichextendsthepartialresultsontheintegerringsintheliter-
aturetothepolynomialrings.
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