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分数阶Lorenz超混沌系统的动力学分析与电路设计 

陈 恒，雷腾飞，王 震，刘文强 

(西京学院控制工程学院，西安 710123) 

摘 要：针对一类分数阶Lorenz超混沌系统，分别从系统的分岔图、Lyapunov指数图和吸引子相图等角度分 

析与验证了分数阶 Lorenz超混沌系统丰富的动力学行为．同时基于整数阶混沌电路的设计策略，设计了模拟电路， 

实现了分数阶 Lorenz超混沌系统．最后，通过示波器观察到电路仿真结果与数值仿真结果具有一致性 ，从而揭示了 

分数阶超混沌系统的可实现性，也表明了分数阶混沌电路的正确性． 
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半个世纪以前，美国著名气象学家 Lorenz提出第一个混沌模型以来．自此，越来越多的科学工作者进入 

了混沌系统及应用_的研究，特别最近几十年，构建混沌系统方面成果丰硕．许多新的混沌系统产生如 Chen 

系统，L诅系统，LiU系统等，当然人们对不同系统之间关系也进行了探索与研究，文献[4]证明了Chen系统 

与 Ln系统具有不光滑等价性．最近二十年，随着分数阶微积分理论应用到实际工程中[5 ]，如长尾运动的地 

下水传送过程与分数阶导数的性态非常相似网．2002年刘发旺教授等在海水浸入地下水层的研究项目中发 

现并得到了澳大利亚政府的项目支持[8]．不少学者提出了以整数阶混沌系统为基础的若干种分数混沌系统 

如分数阶Chen系统IS]分数阶Ln系统[6]，分数阶 Lorenz系统口 等．分数阶系统的复杂性不仅与参数有关且 

与阶数有关，与整数阶系统相比吸引子更为复杂． 

最近几年，对于分数阶混沌系统的研究大多集中于研究其同步控制，而研究混沌特性的文献甚少．关于 

分数阶混沌系统特性分析的文献大多是通过吸引子、相轨迹图数值仿真进行的分析[9- ]．而分岔图、Lya— 

punov指数与模拟电路实现是研究混沌动力系统特性常用的方法，据现有文献利用上述方法研究分数阶混 

沌系统的甚少．分岔图与 Lyapunov指数可以给出系统随参数具体的变化情况，分析混沌系统的动态特性， 

从而利用相同找到系统的混沌吸引子和周期吸引子．模拟电路从物理意义上进一步说明混沌的可实现性为 

分数阶混沌系统的具体应用提供模拟电路模型． 

当然，对于三维系统，一些专家学者已进行了相关的研究，如贾红艳等[】。]对一类三维分数阶 Lorenz混 

沌系统做了分岔图与Lyapunov指数的研究．作者[1 -1朝等分别对分数阶Ln系统与分数阶Chen系统进行了 

基本动力学分析，至于四维分数阶超混沌系统还未涉及．加之，工程与物理等一些实际系统中大多表现高维 

性，故开展四维分数阶超混沌系统的动力学研究、对于认识与理解分数阶混沌系统形成机理，以及工程应用 

具有重要的实际意义． 

本文针对一类分数阶 Lorenz超混沌系统，首先对分数阶 Lorenz超混沌系统平衡点的稳定性进行了数 

值分析，然后利用分岔图与 Lyapunov指数图、相图等，通过理论推导、数值仿真研究了该系统的基本动力学 

特．最后，基于整数阶混沌电路的设计方法口 ，用模拟电路实现了该分数阶 Lorenz超混沌系统，通过电路 

实验结果与数值仿真具有一致性从而说明分数阶Lorenz超混沌系统的可实现性也为混沌应用于电子加密 

以及系统检测提供了参考． 
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1 分数阶 Lorenz超混沌系统 

1．1 典型混沌吸引子 

王兴元等 提出了Lorenz超混沌系统，本文在此基础上提出了分数阶 Lorenz超混沌系统的动力学 

方程 
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其中z，Y，z，W为系统变量，口，b，c为系统参数，当口一1．5，b：==3， 

C=28，q =q 一q。=q 一0．9．此时系统(1)存在一个典型的混 

沌吸引子(如图 1所示)．数值计算，得出系统的4个 Lyapunov指数 

为 1=0．84， z一0．17， 3一一1。26，A4=：=一2．49．由于系统有 2个 

Lyapunov指数大于 0，可判定 ql—q2一q3：q =0．9即3．6阶系 

统(1)具有混沌特性且是超混沌系统． 

1．2 平衡点与稳定性 

令系统(1)各式右边等于0，很容易得到系统(1)5个平衡点 

E1= (O，0，0，O)， 

E2一 (O．4038，10．7240，1．444，一 15．4803)， 

E3一 (一 0．4038，一 10．7240，1．444，15．4803)， 

E 一 (38．6026，一 2．1804，28．0564，61．1745)， 

E5一 (一 38．6026，2．1804，28．0564，一 61．1745)． 

在平衡点处线性化，得到其Jacobian矩阵 
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图1系统吸引子 

(2) 

由 l J—J l一0，得到对应平衡点E 的特征值： 一一7．736， 。：5．236，|：I。=一3， ；一1．在平衡点 

E ，E3采用同样的方法，可求出 E 、E。具有相同的相应的特征根 一一2．4830， 。一 0．068 00， 。= 
一

2．04251+38．6118i， =一2．04251—38．6118i，计算平衡点 日 ，E5具有相同的相应的特征根 ．=L1一 
一

1．994， 2： 6．3730， 3=一 5．4394+ 2．3637i， 4=一 5．4394— 2．3637i． 

根据文献[18]可知，上述所有每个平衡点的特征值不都满足 I arg i l> ，则知，上述系统(5)满足存 
厶 

在混沌的必要条件． 

2 分数阶Lorenz超混沌系统分岔图与 Lyapunov指数 

2．1 分岔图 

固定参数 b：3，c=28，q ：g2一口。=q =0．9对于参数口来说，在n∈(O，123系统分岔图如图2(a) 

所示．系统存在单周期和双周期、三周期吸引子． 

同理，固定参数 a= 1．5，C=28q =q。一q。=g ：0．9，改变参数 6，b∈ (0，lO3系统(1)的关于 的 
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Dynamics Analysis and Circuit Implementation for the 

Fractional-order Lorenz Hyperchaotic System 

CHEN Heng，LEI Tengfei，W ANG Zhen，LIU W enqiang 

(School of Control Engineering，Xijing University，Xi’an 710123，China) 

Abstract：This paper，for a fractional order Lorenz hyperchaotic system，is to analyze and verify the fractional order 

Lorenz hyperchaotic system dynamics behavior based on such numerical simulations as the bifurcation diagram，the Lyapunov 

index figure and attractor phase diagram．The analog circuit was designed and the fractional order Lorenz chaotic system is real— 

ized on the basis of integer order chaotic circuit design strategy．Finally，the consistence of numerical simulation results and cir— 

cuit sin1ulation resuIts observed through the oscilloscope reveals the realizability of hyperchaotic system of fractional order，and 

the validity of the fractional order chaotic circuit． 

Keywords：fractional-order hyperchaotic system；Lyapunov exponent；bifurcation diagram~simulation circuit 


