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一类非瞬时脉冲积分一微分方程mild解的存在性
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摘 要：在无穷区间上研究一类具有非瞬时脉冲和非局部条件的抽象积分-微分方程mild解的存在性，利用 

算子半群理论、非紧性测度和Darios不动点定理建立了该方程解的存在性结论，在一定程度上推广和发展了此类 

方程已有的结果.
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脉冲微分方程描述的是系统在某一时刻状态突发改变的动力学过程，在很多自然科学模型中扮演着十 

分重要的角色.近几十年来，大多数学者热衷于瞬时脉冲微分方程的基础理论研究，并在其解的存在性方面 

取得了很多成果［5］

1988年，文献［6］在Banach空间X中讨论了下列泛函积分-微分方程

u'() + A(t)u(t) = f(,u()) +| q( 一s)g(s,u(s))ds,t > t0 > 0 , 
< Jt„ (1)

u(t0) = u0
解的存在性，其中线性算子一A(t是X中解析半群的无穷小生成元，非线性算子f ：0, + XX f X和 

非线性映射g分别满足Holder条件和Lipschitz条件.
2014年，文献［7］在方程(1)的基础上，利用不动点定理和紧半群的性质证明了具有时滞的分数阶瞬时 

脉冲微分方程mild解的存在性和唯一性.随后，文献［8］在没有要求半群紧性的条件下，利用非紧性测度的 

方法给出了 Banach空间中具有有限个瞬时脉冲的分数阶积分-微分方程初值问题局部mild解和全局mild 

解的存在性.
事实上，经典的瞬时脉冲微分方程并不能很好地刻画某些科学规律的动力学行为，例如药物在人体内的 

吸收、扩散和代谢过程.文献［9］基于药物的动力学背景，提出了一类新的非瞬时脉冲发展方程模型

u' () =Au(t) + f(t,u(t)),t € (s, ,t,+i］ ,i = 0,1 ,…，N ,

< u(t) = g ,(t ,u(t), t € (t ,s, ］ ,i = 1 ,2 ,…，N , (2)
u(0)= x0,

并讨论了该模型mild解和古典解的存在性.

之后，非瞬时脉冲微分方程受到国内外学者的广泛关注［10 13］.2015年，文献口1］研究了具有记忆型的非 

瞬时脉冲发展方程周期边值问题，并利用Banach压缩映像原理和Schaefers不动点定理证明了方程mild解 

的存在性和唯一性.2016年，文献［12］利用发展算子的紧性和不动点定理研究了无界区间上具有非瞬时脉 

冲的时滞泛函微分方程有界mild解和强解的存在性.

受上述文献的启发，本文主要在Banach空间X中，研究下列具有无限多个非瞬时脉冲的积分-微分方程
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非局部问题

u + A()u() = f(,u()) + q tt — s)g(s,u(s))ds,t E U(“，+],
J 0 i = 0

*u()=h +E(,t) k ( ,u (s))ds , e u(t，s],
J t i = 1

u ( 0 ) + 爭(u ) = u 0

mild解的存在性，其中A ：0, + x) — L(X,X), — A()生成X中一致有界发展算子E(,),A()：0 V 

t < x｝的定义域D(A)在X中稠密，且与t无关..)：=0 < t < s < t <…< t < s <…,imt =x.
i —x

令 J = [0T),0 < T < x: [(), + x) x X — X 为连续函数,:J — X 连续且 q e L'(J ,R+)., 
k(i =1,2,-)是给定的函数，满足一定的条件,,u e x.

本文所研究的具有记忆型非瞬时脉冲和非局部条件的抽象积分-微分方程，时间区间的无界性和脉冲个 

数的无限性推广和完善了已有文献的结果.有关At生成的双参数发展算子的相关性质及该类方程解的存 

在性结果可参考文献[14 — 16]

1预备知识

设X是按范数|| - |构成的Banach空间，表示X中的零元素.C(J ,X )是由J —X的全体连续函数 

构成的Banach空间，赋有范数|| u | C = sup || u(t) || .
teJ

令 PC( X) = {u : J — X : u 在 t H tk 处连续，u(— ) =u(tk)且 u(k )存在，k =1 ,2 , •••}，则 PC(J , 
X)是按范数|| u || PC =sup | u(t) ||构成的Banach空间.用BPCCJ X)表示PC(J ,X)中有界函数构成的 

teJ

子空间，赋有范数|| u || x = sup || u() || .
teJ

设一At)生成的一致有界发展算子{E( ,s) }0<”t满足下列性质：
(a)当 t > 0 时,E ( ,，) = I ； (b)当 0< s < t < t 时，E(t,，)E(r,s)=E(t,s)； (c)当 0< s < t 时，映 

射(,s) — E( ,s)是强连续的；(d)当 t > s 时，E(= — A () E( ,s) ； (e)当 s <t 时，E(=E (j ,

s)A (s)；(f)对任意的 0<s<t< + x,存在常数 M 三 1,使得 || E(t,s) || < M. 

命题1[14]对任意的s > 0,算子族｛E(,s)：t >s｝关于t按一致算子拓扑连续. 

类似于文献[0]中mild解的定义，给出下列定义.
定义1函数u e BPC(J X )称为问题(3)的一个mild解，若u(0)=u0 —g(u),且满足积分方程 

E(,0)(u0 —(p(u)) +| E(,s)[f(s,u(s)) +| q(s — T)g(r,u(r))dr]ds,t e [t]

u()= {h + E(,t,) k, (s ,u(s))ds ,t e U(t,sJ,
J t, , = 1

E(t ,s, )h, +E(,,)| k (s ,u(s))d5 + E( ,s)f(s ,u(s)) + q(s — T)g(r,u(r))dr]d5, e U ,<+1 ].
、 J t J s J 0 < = 1

设a( •)表示Banach空间X中有界集的Kuratowski非紧性测度，有关Kuratowski非紧性测度的定义

和性质，可参考文献[5]
引理1[13]设X是Banach空间，U是X中的有界子集D = ｛u”｝=1 UU,则存在可数集D = — U

U,使得 a(U) < 2a(D).

引理2[13] 设X和E是Banach空间,Q ： D(Q) U E — X是Lipschitz连续的且Lipschitz常数为L , 
则对任意有界集V U DQ),有a(Q(V)) <La(V).

引理3[15]设X是Banach空间，U U CJJ X)是有界且等度连续集，则a(U(t))在J上连续，并且 

a (U) = maxa (Utt )).
teJ

引理4[15]设X是Banach空间,D = {”}= UC(J X)是有界可数集，则a(D(t))在X上Lebesgue
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可积，并且 & ({J unOt n € N} ) < 2 J a(D())t.

本文主要结果的证明要用到下面的定义和定理.
定义2[17]设E1和E2是实Banach空间D U E】，设A ：D f E2连续有界，如果存在常数k >0,使得 

对任何有界集SUD,都满足a(A(S)) <k(S)则称A是D上的k-集压缩映像；特别地,< 1时的k -集 

压缩映像称为严格集压缩映像.
定理A[17]令D是E中有界凸闭集(D不一定有内点)A ：D f D是严格集压缩映像，则A在D中必 

有不动点.

2主要结果

下面将列出本文要用到的假设条件.
(H1) f ： J XX f X连续，并且存在连续非减函数。：[,+ X)f (0, + X)及函数° € L(J ,R + ), 

使得 II f(,) || < °(t)( II X ||), Vt € J x € X.

(H2) g ： J XX f X连续，并且存在非负有界函数gOgt),使得

II g ( ,s) || < g1 (j) || x | + g2(t),Vt€J,x € X.

令 g1：=supg1 () ,g2 ： = supg2(t).
t€ J t€J

(H3)卩:PCJJ X) f X连续，并且存在常数—> 0,使得

II 9(x) — p(y) || < Lv || x — y || ,Vx,y € PC (J ? X).

(H4) k, ： [t s] X X f X连续，并且存在常数^. > 0( =1 2,…)及有界函数如=1 2,…) 

使得 | k ( ,x ) — k ( ,y ) || < L k | x — y | 和 || k ( ,x ) || < “()，V t € [t s ] , x , y € X.

令 M，：= sup 如()<x.
f ■ i = 1 ■ 2 . ■■■

(H5)对任意R>0,存在正常数N1和N“使得对任意有界的可数集D UBr ={u € BPC : | u | x < 

R}有 a(f(tD) < N1a(D),(g(tD)) < Na(D) Vt € (s t+1], =(),,,••.

定理1 设条件(H1) — (H5)成立，如果

n ： =Mmax{L^ + q * g 1 (计1 — sQ ,K * + 4L } < i ,i = 0,1,,…， 
那么问题(3)在BPC(J X)中至少有一个mild解.

令 Br={u € BPCCJ X)： || u || x<r},其中 r >0 为常数.定义算子 F : PC( X 证明

X 如下 :

(Fu) )t = (F1 u) () + (F?u)(),
其中

E ( , 0) (u0 —(p(u) ) , t € [0,1],

h + E(,t) k ( ,u ())ds ,t € u(ts],

PC (J ,

(4

(5(F1 u )()= <

E (s), +E(,t) k ( ,u())ds ,t € U(s，t+1].

E(s)[f(,u()) + q ( — T)g ( ,u ())cT]ds ,t € U(s，t+1],

0),其他.

易见问题(3)的mild解等价于算子F的不动点.

设 u € B,,令 q * = sup || qtt — s) || ds.
t€ J J 0

由(H1)可得 || f(s,u(s) ) || ds < °(厂)°() ds = 0() || ° || 1 ： = M.

(6
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由 (H2) 可得 ： II q ( - T)g ( ,u ()) || T] S < II q(s - T)|| ・(gill u || + g2)dr] ds <

[(gr +g)I q(5 — r) || dr] d5 < q * (gr +g2)t 

下面利用预备知识中的定理A来证明算子F至少有一个不动点.
第1步，证明存在常数r>0,使得FBJUBr.
如若不然，对任意的r >0，存在ur G Br tr G J，使得II Fur I ：：<, >r.
情形1 tr G[0t1],由(4)式及条件(H1),(H2)和(H3)有

II (Fur)(r) || < || E(r ,0) I ・ I u —(p(ur) || + [ || E (r，) I ・ I f ( ,ur ()) +
J 0

[q ( — T)g ( ,ur ())ck I S < M( I uI + I 卩(0) I + S I ur — 0 I ) + mm +
0

Mq* (gr + gJt < M[ I u I + I 卩(0) I + Lr + M + q* (gr + g2)t]
情形2 tr G (t s ],= 1 ,,…，由(4)式及条件(H4)有

I (Fur)(t) I < I h I + I E(t，t) I [ I k(s,ur(s)) I ds <
J t

I hi I + MM’S —ti < M I hi I + MM’S —tQ.
情形3 trG S t 1], = 1 2…,由(4)式及条件(HD.H2)和(H4)有

I (Fur)(tr) I < I E(r S) I ・ I h I + I E(r t) I ・]I k (sur ()) I S + 

J I E (r s) I ・ If(s,ur(s)) + J q ( — T)g ( ,ur ())cT I S <

M I hi I + MM’(s — t) + MM + Mq * (gr + gj(t+1 — s’ ).

于是,r < I Fur I < M( I u I + I 卩()I + I hi I +Lr+M)+M [MS—t) +q* gr + gJ(t+1 — 

s’ )] , i = 0,1，….上式两边同时除以 r ,并令 r f + x，可得 1 <M[L甲 + q * g 1 ( ’+1 — s ’ )] ,i = 0,1 ,,•••,矛盾. 

第 2 步，证明 F1：BrfBrLipschit.z 连续.
情形1 zG[0,t1],u,GBr,由(5)式及条件(日3)有

I(F1u)() — (Fv)()I < I E(t0) I ・ I°(u) —卩()I < ML^ I u — v I x.

情形2 t G (t s], = 1 u,GBr,由(5)式及条件(H4)有

I (Fu) () ― (F v) () I < I E(t t) I ・[I k (su (S) — k ( v(S) I S <
J t

ML在(s’ — ti I u — v I x.

情形 3 r G S 1] , = 1 ,2,…，u , G Br ,由(5)式及条件(H4)有

I (Fu) () — (F v) () I < I E(t t) I ・[I k (su (S) — k ( v(s)) I S <
J t

MLk (s — ti ) I u — v I x .

所以 I F u — F v I x < MK *I u — v I x，其中 K * = max{L 甲,max ^L k S — t)}.

第3步，证明F2在Br上连续.
设u”}是BPCCJ X)中的一个序列，使得limu” =u.由函数f和g的连续性可知，对Vs G J,有

n fx

limf (sun (S) = f(s u(s)) . limg (5 ,n(s)) = g(s,u(s)).
n fx ” fx

所以，当 nf x 时，有 sup I f(sun(S ) — f (su(S ) I f 0 , sup I g(s (s) ) — g (su(S ) I f 0.
sGJ sGJ

对任意固定的t G (s ,t+1 ] ,s G [sJ , G N , G Br,由(6)式可得

I(F1u”)()一(Fu)()I <J I E(s) I ・ I f(sun ()) — f(su ()) I S +
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J || E(, s) || ・[,|| q ( — t) || ・ || g ( u ()) — g ( ,u ()) || dr]d5 < M (+ —

s「)sup || f ( u (s) ) — f ( ,u (s) ) || + Mq *(t+1 — s? ) sup || g (,un ()) — g (,u ()) || . 
seJ seJ

则当n — x时，有|| Fu—0u || x —0,所以F在Br上连续.

第4步，证明F : Br—Br等度连续•

情形 1 s? <T1<t <t 1 , =0,1 ,2，…，u e Br ,由(6)式有

|| (F2u)(r2) — (F2u)(T1) || = || J E(t ,)[f ( ,u ()) + J q ( —T)g ( ,u ())d门ds —

J E(T，)[f(s,u(s)) +J q (s
0

—T)g ( ,u ())cT]ds || < | J (E(t,)

E(T1 s ) ) [f ( , u ( ) ) + q (s
0

—T)g (tu () )cT]ds || + | | E(t，)・

T

[f(s ,u (s )) +J q (s -
0

—T)g ( , <T))cT]ds || = I 1 + I 2 ,

其中I1 := |l [(E(t，) —E(T，))[f(s,u ())+ [ q ( — T)g (,u () )cT]ds || , 
J0

I2 := |l [E(t ,)[f ( ,u ()) +| q (s —T)g(T ,u(T))c!t]c!s || .

下面验证当 u e Br ,2 — T1 时,，—0,i=1,2.

设T1>s, ,>0充分小，则由条件(H1),(H2)可得

11 < ] || E (t ,) — E(g ,) || ・ || f ( ,u ()) + ] q ( — T)g ( ,u ())T || ds + ] || E(t ,)—

"s； 0 " T1 —£

E(1，s) || ・ || f(s,u(s)) + [ q( — T)g(,u())T || ds < [ || f(s,u(s)) + [ q(s —
J0 Js J0

T)g(,u() )dr | ds • sup || E (t , ) — E (t , ) || + 2M[[ || f ( , u ( ) ) || ds +
se[;，1—£ J t一

[q*(g】r + g2)ds]< [M + q* (gr + g2)(T —£))・ sup || E(r2 ,)—
J t 一 疋工 t-£]

E(t,)|| + 2M[^(r) j 0(s)ds +q*(gr +g2)]
T—£

12 = | j E(T，)[f(s,u(s)) + [9(5 — T)g ( ,u ())cT]ds || <
t 0

M^(r) j 0 (s)ds + Mq * (gr + gj (t — t).
t

注意到0 e L1JJ R + ),充分小，并结合命题1可知，当t — T时I —0, =1 ,.

情形 2 t <T <T<s , = 1 ,2 …，u e Br ,由(6)式有 ||(Fu)(T)— (Fu)(T)| =0.所以，对任意

的 u e Br，e J ,当 T— T 时,1 (Fu)(T)— (Fu)(T)| —0.2 是等度连续的.

第5步，证明F : Br—Br是严格集压缩映像.
对任意的有界集D U Br由引理1可知，存在可数集D0 ={un}UD,使得a(F2(D))<2a(F2(D(J)).

因为F2(D(J) UF2(Br)有界且等度连续，所以由引理3可知a(F2(D(J) ) = max a(F2(D(J) )t)).
$ e [； • t+1 ] ■ i=0 ■ 1 ■ 2 ■ ■■■

对每一个t e [s, ,t,+1]i =0,1,2-",由引理4可得

a(F2(D0)) = a({{ E(,s)[f(s,u”(s)) + J q (s ― T)g((,u”(T))cT]ds}) < 2M J [N1 a (D0) +

q* Na(D0))ds < 2M(N1 + q*N2)(t.+1 —s.)a(D0) < 2M(N1 + q* N2)(Ji+1 一s,)a(D).
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所以,a(F2(D) ) < 2a(F2(D0) ) < 4M(N1 + q* N2)(t+1 — s.) a(D).

记 L ：= max N1 + q* N2)(Ji+1 — s.),则 a (F^D ))< 4MLa (D ).
i = 0.1 .2 . ■■■

由引理2,并结合第2步可知，对任意有界集D U Br，有 a(F1(D)) < MK*a(D).所以， 

a(F(D)) <a(F1(D)) +a(F2(D)) < MK* a(D )+ 4MLa(D) =M(K* + 4L)a(D).

由定义2可知，F ： BrfBr是严格集压缩映像，故算子F至少有一个不动点u UBr，即问题(3)至少有 

一个mild解.
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Existence of mild solutions for a class of non-instantaneous impulsive integro-differential equations
Wang Tingting,Fan Hongxia

(SchoolofMathematicsandPhysics,LanzhouJiaotong University,Lanzhou730070,China)

Abstract: This paper studies the existence of mild solutions of an abstract intcgro-diffcrcntial equation with non-instanta- 

ncous impulses and nonlocal conditions on an unbounded interval.The existence of solutions of the equation is established by op­

erator semi-group theory, measure of non-compactncss and Darbos fixed point theorem, which extends and develops the existing 

results of such equations to some extent.

Keywords ： non-instantaneous impulse; mild solution ; evolution operator; measure of non-compactncss; fixed point
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