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有界平衡域上一类螺旋映射的增长定理

丁仲荐

(河南大学数学与统计学院，河 南 开 封 475001)

摘 要 ：给出有界平衡域上一类螺旋映射的参数表示，作为应用建立了其增长定理，进一步给出了这类映射即 

星形映射的一个刻画 . 所讨论的域是非常广泛的，包括了复椭球和四类典型域，这些结果涵盖了先前已知的结果 .
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单复变数的几何函数论有着悠久的历史，有着极其优美的结果和丰富的内容.在二十世纪，许多重要的 

数学家都为此做出了重要的贡献.目前可以见到大量优秀的著作叙述这方面的工作，见文献[1].

将单复变数几何函数论中的丰硕成果如何推广到多复变数，这是一个十分自然的课题.单复变几何函数 

论中哪些结果在多复变数时依然成立，哪些结果在多复变数中已不再成立，研究这些问题对于揭示单复变数 

与多复变数本质上的区别有着重要的意义.因此这是一项很有意义的工作.但遗憾的是，在多复变数的情形， 

在许多相应的问题上，都可以举出反例说明其并不成立.

历史上，首先考虑将单复变数的几何函数论推广到多复变数中去的数学家也许是H. Cartan. 1933年， 

他在为 P_ M ontel的著作LecowHwr Zes Fowciiows Um'wa/ewh om MwiinaZew“所写的后序中指出：即使像 

“在单位圆上单叶函数的展开式的系数的模是有界的”这样很基本的结果在多复变数中也是不成立的.同时 

他还指出，增长定理 （ growth theorem)和掩盖定理 （ covering theorem)在多复变数中也是不成立的.因此他 

建议考虑正规化双全纯映射族的子族，比如：凸映射，星形映射以及其他映射类.在其之后，不少数学家致力 

于这个领域的研究，但是总的来说进展不大.直到1988年龚升，FitzGerald等一批国内外数学家的工作问世 

以后，多复变数的几何函数论才有了长足的发展.对一些较为基本的问题给予了回答或解决.他们与其合作 

者做了很多有影响的工作，详细的内容可参见文献[2].这些文献已成为这个领域内的基本文献.

在单复变几何函数论中，若 / 为单位圆盘d 上的正规化单叶解析函数，则有如下经典的增长定理：

(1+ U  |)2 - 1 f(z} (i - i  z |)Z， Z e  A _

早 在 1933年 H. Cartan就指出：在多复变数中，即使是在单位球或多圆柱上，上述结论对一般的双全纯映射 

也不再成立.因此他建议在一些特殊的映射类上考虑，例如凸映射，星形映射以及螺旋映射等 .

对于 C" 中单位球上的星形映射，首先给出相应增长定理的是文献[3].随后，文献[2,4一 6]分 别 在 ， 

四类典型域，Banach单位球以及有界星形圆型域上给出了星形映射的相应结果.对于C" 中单位球上的螺旋 

映射，最早给出一些相应结果的是文献[7].最近，文献[8]利用从属链的方法对文献[7]中的结果重新加以证 

明.本文目的是在有界平衡域上讨论一类螺旋映射，给出这一类螺旋映射的增长定理 .

1 定义与引理

定义 1 设〇为（："中的域，称 d 为圆型的，若 对 V z e  e  11，有 6气 e  a 称 d 为星形的（相对于原
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点），若 对 V z  e  e  [〇，i ]，有 泛 e  a 称 n 是平衡域，若 n 既是星形的，又是圆型的.

定义 2 n 到 的 全 纯 映 射 的 全 体 记 为 h c q ).设 / e  h c q ).

(1) 若 / 的 Jacobi方 阵 (2；) 二 (.d H 产 丫、'<3，h<n对 V % e  非奇异，称 / 为 i l 上的局部双全纯映射.

若厂 1存在且在/( f l )上全纯，则称 / 为 D 上的双全纯映射.

(2) 称 / 为正规化的，若 /(〇)二 0，//(0)二 K 单位方阵）.

(3) 映射 / e  h c q ) 称为星形的，若 /(〇)二 〇，/ c a) 为 中 的 星 形 域 .

(4) 映射 r  e  称为 Schwar z映射，如果对任意的 z e 仏有/^(^(^)) <

设 i l 为 C”中的有界平衡域，其上的 Minkowski泛函 jO定义如下：

p (z) =  inf{r >  0 ： t~x z G 0 } .

于是 i l =  e  c ” ： pG) <  1}.对 0 <  r <  1，记 ilr =  e  c ” ： pG ) <  r}.

由文献[5]中的引理3. l (ii)，容 易 得 到 的 下 列 性 质 .

2 |^〇)之二 pO)，V z 6  C1， (1)

2^-( z〇)z〇 =  z〇 G 3〇 ̂ dz ⑵

=  $ o ) ， va e  [〇，°°)， dz 〇Z (3)

^ ( e ẑ ) =  e-'° ^ ( z), V 6< G R.dz dz (4)

上述等式除去一个低维集外在C1 中成立.

记 ^ ^  {茗 e  :茗（〇）二 〇，R e 〈g 〇 ) ，̂~ (之 ）〉〇，之 e  d \{〇}}.和 j 二{茗 e  j : (〇）二 J }.对允 ed z

^VWB  々=  inf{Re〈J\(〇）2；，̂^〇 )〉：J〇(2；) =  l)^ [lm  =  sup{Re〈J\(〇）2；，̂^(2；)〉：J〇〇) =  l }.

引理 i 设 a e ，，则对 Vz e  rA {〇}，有 Re〈A (〇 ) ^ ^ ( ^ )〉>  〇,且

] ~ P (f \ R e ( J k( 0 ' ) z ^ ( z ) )  < R e ( h ( z )  ^ ( z ) )  <  k( 0 ' ) z ^ ( z ) ) . (5)
丄 一 卜 dz dz 丄 一 p \z ) dz

证 明 固 定  ％ e  {〇}，对 f e  a ，定乂尽(f ) = —̂ ，#~(之）〉.p y z ) dz

易见 二 ■在厶上解析，且 >(〇)二 〈人（〇) - ^ ，̂~(之）〉.固定 f # 〇，由 于 ，2 =  I f I， 
$ p y z ) dz p {z ) $

因此 >  0.
p i z ) f dz

由调和函数的极小值原理得到r 邙 (f ) >  〇， e e  a .对 应 用 经 典 的 不 等 式 ，并令 f 二，w ，得

) <  Re</i(2；)
丄一1—0(2：) dz dz 丄 一p \z ) 〇Z

证毕.

由引理1 知

引理 2 设/  ̂e e 必{〇}_若^〇) =  是下面初值问题的解，

其 中 〇.则

d v
~dt

———h ( v ) ，v ( 0 )  = z ，

p (v (z t̂)) 〈 一kL p (z')
(1 一 p (v ( z  yt) ) )2 (1 一 p (z) )2

(6)

以及
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<
(1 +  p (z))2 一 (1 p (v ( z  j t)))2

对任 意 z >  0 成立. 

证 明 由 （5)式得

k j  \ ^ Z\p2 (^) ^  Re</i(2；) ^ ^ - ( z )  ) <  m  j  p2 ( z )  ■
丄 一 d Z  丄—— 0 ( 2 ：)*

其 中 ^ e  fA {〇}.对 任 意 / ，

| p(v(t)) — p(v(t )) I <  p(v(t) — =

! / ( d^ 1 )d5 =  ! / (̂ /i(wa)))d5-

d t;(5 )
_ d 7 "

d 5\ <

由于 p b O ) )是连续的，上 式 表 明 是 绝 对 连 续 的 . 故 a. e.存在于[0,⑵），因而在[0,

积 ，且

由（1)式 ，直接计算知

p (v (z j t )) =  p (z) + d p ( y ( t ) )  
d t

d^.

~ ^ rz.{z)z =  ^ r (^) ̂ Re - ^—(z')z =  0, dzdz dz dzdz

于是

d p 2 ( v ( t ) )  
d t ,dzdz dt 〇Z dt 皇 (幻 (0 )  而 〉+dzdz dt

dz dt ( ( ^ § ^ , ^ ^ ( 0 ) ^ ( 0 )  + ^ ^ ( 0 )  d- ^ \  = 
 ̂ 、 dt dzdz dz dt j

d- ^ ) =  2Re{d- ^ A v (t))).
dt dz dz dt dt dz

因此

此即

p (v (t)) d P(v(t) ) =  Re〈̂ ( r) ,穿r 〇〇))〉, a. e. t G [〇 ?°°)：
' dt at 〇Z

dp(v(t)) Re</i.(t；(r)) ,^-( t；(r)) ), a. e. r e  [〇，°°).
dt oz

由（8)式得

因此

_ i + £ M i > )  \ - kAt ,
) p ( v ( t ) )  ( 1  — p ( v ( t ) ) )  d t  J o

______1 — P (幻 ⑴ )______ — ( 幻⑴） >  P _  mAt
p ( v ( t y ) a  +  p ( v ( t y y )  d t  -  J 〇 _

由于

以及

1 +  p (v (t) )_____ d p(v (t))
p (v (t) ) (1 — p (v (t) ) ) dt

「々 (o) i  +  .

) p(z) x ( l  — x )
dx

lg — 2 lg (l — — (lg p (z) — 2lg (l — p i z ')')') ■

l - p i v i t ) ' )  d p i v i t ) ' )  , = [V-⑷ l i
p ( v ( t ) ) ( l  +  p ( v ( t ) ) )  dt  ：r ( l + . -dx

lg p ( v ( t ) )  — 2 lg (l +  p ( v ( t ) ) )  — (lg p ( z )  — 2lg (l +  p ( z ) ) )  ^

(7)

( 8 )

) 上可
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由上式立即得到（6)式和（7)式.

下面的定义是由文献[9]首先给出的.

定义3 设 / e  H 0 3 )是正规化双全纯映射.A 为 C" 到 C" 的有界线性算子，满足

inf{Re<Az ： p(z) =  1} > 0 .
d z (9)

) <= f ( n  ).

称 / 为相对于A 的螺旋映射.

若对任意 z > 〇 ，有

龙中 e-a =  V 00 (― 1);
下 h  k-a 是！

引理 3 设 A 满足（9)式 ，/ 为相对于A 的 螺 旋 映 射 . 记 =  r V e ^ / Cz)).则对任意 z e  f A {〇}和 

任意 5 > 0 , 存在 4 > 0 使得

p (f (v (z ,t))— v (z ,t)) <  e^tJS

对任意 Z >  i。成立.

证 明 固定 z e  r A {〇}，5>〇 .由于 / 是正规化全纯映射，故存在〇的一个小邻域u  =  u (幻使得对任意 

：v e  u ，有

p(.f (.y) - y) < Sp(y) (1 ^公 ))'

记 /i(z) =  " H ^ A/ Cz).则由文献[9]中的定理11知/^ e 人使 得 人 （〇) =  A ，且

^  = — h (v ) ,v ( z  ,0) =  z. dt
由（9)式知 >々  0.故由（6)式知存在 i。>  0 使当 Z >  i。时，®(z ，i) e  u .因此

p ( f ( v ( z , t ) )  — v ( z , t ) )  <  S p ( v ( z , t ) )  —----g ) Z) ) <  e^kS.

证毕.

2 增长定理

由螺旋映射的定义可知， — 是星形映射当且仅当/ 是相对于J 的螺旋映射.人们自然要问：是否

星形映射一定是螺旋映射？

例 1 设 w =  2，f3 =  B2，/(:r) =  (z! +  az22，z2)’，则

(1) /(Z) 是 B2上的星形映射当且仅当| a K  3 W /2;

(2) /(Z) 是 B2上的螺旋映射当且仅当| a | < +

由此可见，对一般的螺旋映射来说，增长定理并不成立.然而利用引理2 和引理 3,得到下面的定理.

定理 1 设 A =  a J，其中 Rea >  0.若 / 是 D 上相对于A 的螺旋映射则

(l + p (z))2 r  J (l - p (z))2
证 明 任给 Z e  〇\{〇}，5 >〇 _记 < 2，〖）= r H e -Al/ ( z)).由引理 3 可知存在 i。> 0 , 使 得 当 时 ，

p (f (v (z ,t )) - v (z ,t)) <  e-R̂ l,S.

于是

p (eAl =  eRe(a0 p (f (v (z t̂)) — v (z t̂)') <, 8.
这表明 lim e% (心r) 二 / G ) .利用（6)式得到

\imP(eLAv (z ,t)) =  lim eReteV (®(«^>) <  lim (1 —欠 心 ’/)、)、):々 )=CO CO CO Cl ——0\Z) ) (1 ——n\ Xa - p i z ) ) 2'

此即表明

p(f(z)) ^  a - (p(z ) y
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同理可证（1 ̂ ^ ))2 <  P(/(g)).证毕•

注记 1 在定理1 中令 a =  1，可以得到上正规化双全纯星形映射的增长定理[5].
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The Growth Theorem of a Kind of Spirallike Mappings on 
Bounded Balanced Pseudoconvex Domain

Ding Zhongjian

(College of Mathematics and statist ics»Henan University»Kaifeng 475001»China)

Abstract： In this paper, the parametric representation of a kind of spirallike mappings is given on bounded balanced 
pseudoconvex domain . As a direct application the growth theorem is set up. Moreover, a character of starlike mappings and a 

kind of spirallike mappings is obtained. In this paper,the domain is very broad?including the ellipsoid and four types of classical 
domains.

Keywords ： balanced pseudoconvex domain； spirallike mapping； growth theorem
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