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光腔内一维扩展玻色-哈伯德模型的量子相变

高旭艳,张万舟

(太原理工大学 物理与光电工程学院,太原030024)

摘 要:光晶格为研究冷原子提供了一个非常纯净并且容易调节的实验平台.在光腔内的光晶格中载入冷原

子,可以引入光子原子之间的耦合相互作用,有助于人们研究超辐射转变以及超流和超固体等量子相.除了最近邻格

点之间原子排斥相互作用有助于形成超固体以外,原子光子耦合系数的正负符号随位置交替变化也有助于形成超

固体.本文将这两种相互作用都考虑进光腔中扩展玻色-哈伯德模型,通过测量原子密度、光子密度、超流序参量、固
体序参量和超固体序参量,用平均场方法得到系统的基态相图,发现与硬核系统相比,软核系统的超固体范围更大

更容易被发现.此研究结果有助于指导光腔中冷原子实验寻找新的量子相.
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超固体是一种新奇的量子相,同时具有对角长程序(固体序)和非对角长程序(超流序)的相[1-4].非对角

长程序是一种集体量子效应,通常指的是超流序.固体序指的是玻色子在晶格中的排布结构打破原有的光晶

格固有的平移对称性.例如,用0和1来表示玻色子在光晶格上的占据数,若原子在晶格上形成(1,1,1,

1,…)排布,那么系统就没有打破原有的晶格平移对称性.若原子在晶格上形成(1,0,1,0,…)排布,系统就

会形成固体相[5].超固体同时具有这两种序.
人们试图从理论和实验两方面去寻找在多种系统中的超固体相.例如,在最近的 Hamburg和瑞士联邦

理工学院实验(ETH)组中,他们成功地囚禁了光腔中具有短程和长程相互作用的玻色原子气体[6-7],发现

腔光和冷原子间相互作用衍生出非常丰富的量子相变.从理论的角度,陈宇等人[8]通过在光腔中的玻色-哈
伯德模型加入了光子与原子耦合项且令奇数和偶数格点上的耦合系数的正负符号交错变化,给出ETH实

验的理论相图和相边界.Flottat等人[9]运用古茨维勒平均场近似和精确的量子蒙特卡罗模拟,研究了光腔中

二维玻色哈伯德模型的基态相图,发现除了超流和莫特绝缘相,长程相互作用驱动系统形成密度波相和超固

体相.然而,上述理论研究中,都是单一地考虑了原子光子间的耦合相互作用或者腔中原子间的最近邻排斥

相互作用,因此,将两种作用同时考虑在内,探究系统是否会有超固体以及新的量子相变出现是有意义的.
本文用平均场方法[10-12]研究了光腔内一维扩展玻色-哈伯德模型,通过测量原子密度、光子密度、超流

序参量、固体序参量和超固体序参量,发现软核和硬核系统中均有超固体相,并且软核系统的超固体范围比

硬核更大.平均场理论是一种近似方法,尤其是会“抹去”系统的量子涨落,所以其结果并不精确.特别的,平
均场方法在系统维度趋于无穷大时才是精确的,而对于越低维的系统,结果越不精确.本文通过平均场方法

研究了一维系统,为密度矩阵重整化群方法验证超固体是否存在提供了大致的参数范围.

1 研究模型

图1为腔内扩展玻色-哈伯德模型示意图.考虑到原子之间的排斥相互作用,扩展玻色-哈伯德模型相邻

两个格点中系统状态不等价,因此需要用不同的标记A,B 来进行区分,并且把这两个子格点看作是一个原
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胞,方便下文进行平均场方法研究.

腔内扩展玻色-哈伯德模型的整个系统的哈密顿量H 由原子项H1,光子项和原子光子耦合项H2组成,
即:H =H1+H2,其中 H1 和 H2 分别为
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这里t是原子隧穿到相邻格点的动能,<i,j>表示最近邻格点,b†i(bi)是第i格点上原子的产生(湮灭)算符,

U 表示同一格点内部原子之间的排斥相互作用,μ为原子化学势,V是相邻格点间原子之间的相互排斥作用,

na
i =b†ibi 为第i格点原子占据数.η表示原子-光子间的耦合系数,a†

i(ai)代表第i格点上光子的产生(湮灭)

算符,np
i =a†

iai 为第i格点光子占据数.μp 为光子化学势,在实际的光子系统中光子不断产生和湮灭,没有化

学势.这里为了数值模拟方便,用光子化学势来调节系统光子数.

2 研究方法

根据系统的平移不变性特征,平均场方法是通过研究一个或多个原胞的哈密顿量来获得整个系统的物

理性质,并将环境对系统的作用以平均化的序参量代替,从而人为地降低可能出现的量子涨落.平均场方法

具体细节如下:一维系统由多个单位原胞构成,每个原胞内包含2个格点.令Ψa
i =<b†i>=<bi>用来表征原子

超流序参量,ρa
i =<na

i>和ρp
i =<np

i>分别用来表征原子密度和光子密度.利用平均场退耦近似公式
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可将总的哈密顿量看作是两套子格点的哈密顿量 HA 和HB 的和

H MF=∑
A,B

(HA +HB), (4)

其中,A 格点系统的哈密顿量HA 可表示为
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z为格点的配位数.格点B 上系统的哈密顿量HB 可表示为
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通过自洽求解 HA 和HB 可以得到系统的基态波函数.通过测量固体序参量Δρa,超流序参量Ψa,超固体序

参量ΨaΔρa,其中
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得到系统的基态相图.基态相图包括密度波相(可用CDW或固体相标记),超流相(SF),超固体相(SS),绝缘

体相(MI),表1给出这些相的判断标准.
表1 典型相的序参量值

参量 CDW SF SS MI

Ψa 0 ≠0 ≠0 0

Δρa ≠0 0 ≠0 0

ΨaΔρa 0 0 ≠0 0

3 数值结果与讨论

分别选取了光腔内一维硬核扩展玻色-哈伯德模型和一维软核模型进行研究.一维硬核即每个格点原子

和光子的最大占据数均为1,对于软核系统选取每个格点原子和光子的最大占据数均为7.
3.1 一维硬核

图2(a-c)分别给出在 (t/V,μp/V)平面上的Ψa,Δρa 和ΨaΔρa 的分布图,t/V 和μp/V 都是无量纲参

数.图2(a)中可以看出系统有3个相,分别为在t/V 比较小的区域为CDW(0,1)以及MI(ρ=1)相,在t/V 比

较大时系统可能有超流和超固体2个相.当然,仅仅用Ψa 无法区分出超流和超固体相,需要参考另外两个序

参量Δρa 和ΨaΔρa.

在图2(b)中Δρa ≠0的区域,当μp/V<-15时,系统要么处于CDW(0,1)相,要么处于超固体相.而在

此以外的其他参数区域,如超流相和绝缘体相中Δρa 都等于零.在图2(c)中,用Ψa 和Δρa 的乘积来表示这

2个 超流序参量都不等于零的参数区域,清楚地看到一条狭窄的带状参数区域,这是非常明显的超固体参数区
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间.在图2(d)中,选取μp/V=-25的情况进行研究整体相图的细节,发现系统大约在t/V=0.385到t/V=
0.45,Δρa ≠0,Ψa ≠0代表系统处在超固体相,这与整体相图是完全吻合的.

对于光腔内的硬核扩展玻色-哈伯德模型,图3(a)和(b)给出了固定t/V=0.4扫描μp/V 得到的一些细

节图.由图3(a)和(b)可知,在-45<μp/V <-26.7的区域,原子密度ρa=0.5光子密度ρp =0,且Δρa =1,

Ψa =0说明系统处于CDW(0,1)相.在-26.7<μp/V <-22.5的区域,ρa 连续变化且不等于零,Δρa ≠0,

Ψa ≠0说明系统处于超固体相.在-22.5<μp/V<-8的区域,光子密度和原子密度均连续变化且不为零,
此时Ψa ≠0,Δρa=0说明系统处于超流相.在-8<μp/V<0的区域,光子密度依然不为零,原子密度恒等

于1,说明系统可能处于CDW(0,2)相或密度为1的绝缘体相,而由(b)中对应的Ψa=0,Δρa=0说明系统处

于 MI相.同时,从图3(a)(b)可以看出,在CDW(0,1)区域光子密度ρp 和超流序参量Ψp 都很小,说明系统

的超辐射特征很弱.在SF,SS,MI区域,这2个参量也比较小但明显不等于零,说明此时系统都具有明显的

超辐射特征.

3.2 一维软核

通常光腔中不止一个光子,系统不满足硬核限制条件,为了检验超固体相在没有硬核限制的条件下是否

也存在,本节研究一维软核扩展玻色-哈伯德模型,并且限制每个格点的光子和原子的最大占据数均为7,得
到如图4(a-d)所示的平均场结果.与硬核结果相比,不再有绝缘体相 MI(ρ=1),而是有新的超流相和更大

范围的超固体相出现.
如图4(c)所示,在系统内出现一个大范围的超固体相.图4(d)给出μp/V=-25时Ψa 和Δρa 的细节图.

在1.5<t/V <3,ΔρaΨa ≠0的范围比硬核范围0.065大得多,这表明在软核条件下更容易找到超固体相.
图4(a)给出的是整体相图,在t/V=0时,相的分布不是特别清晰.图5给出固定t/V=0沿着μp/V 扫描

软核模型的序参量ρ,ρa,ρp 和Δρa,5Ψa,Ψp 细节.为了清楚地观察和判断数据,将Ψa 放大5倍.由图5可

知,在整个参数区域Ψa =0,说明系统没有超流相.此外,系统原子密度ρa =1.0、1.5、2.0、2.5、3.0、3.5,对应

Δρa =2.0、3.0、4.0、5.0、6.0、7.0,表明系统形成占据数为(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6),(0,7)的固体相.
系统会形成更多具有不同占据数排布的固体相.这表明对于一维软核扩展玻色哈伯德模型,系统有多种可能

排布的固体,以此为基础,若增加隧穿动能系统更容易形成超固体相.
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4 结 论

对于玻色系统,粒子之间的相互作用是形成超固体相的关键.受文献[8-9]的启发,将原子间的排斥相

互作用和光子原子间的耦合相互作用都考虑在内研究了光腔内的扩展玻色-哈伯德模型.
为了寻找该模型在一维光晶格上是否有超固体相,首先选取每个格点的光子和原子最大占据数均为1

的硬核系统进行研究,通过测量各参量随t/V 以及μp/V 的变化,从而寻找出超固体以及其存在时各参量的

范围.在相图上超固体的范围比较狭窄,于是解除硬核限制,选取每个格点的光子和原子的最大占据数均为7

74第4期           高旭艳,等:光腔内一维扩展玻色-哈伯德模型的量子相变



的软核系统进行研究,发现了更大范围的超固体相.
本文的研究结果有助于指导冷原子实验寻找新的量子相,并且可为研究光腔内扩展玻色-哈伯德模型所

需的大规模计算提供参考.
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Quantumphasetransitionsofone-dimensionalextended
Bose-Hubbardmodelinanoptialcavity

GaoXuyan,ZhangWanzhou

(CollegeofPhysicsandOptoelectronics,TaiyuanUniversityofTechnology,Taiyuan030024,China)

Abstract:Theopticallatticeprovidesaverycleanandcontrollableexperimentalplatformforthestudyofcoldatoms.The
loadingofcoldatomsontheopticallatticeinanopticalcavityisabletointroducethecouplinginteractionbetweenphotonsand
atoms,whichhelpsustostudythesuperradianttransitionandthequantumphasessuchassuperfluidandsupersolid.Besides
thesupersoliddrivedbythenearest-neighborinteractions,thepositiveandnegativesignsoftheatom-photoncouplingalternate
withthepositionandtheycouldalsoleadtothesupersolid.Inthispaper,twokindsofinteractionsareconsideredintheBose-
Hubbardmodelinanopticalcavity,andthegroundstatephase-diagramisobtainedbymean-fieldmethodthroughmeasuring
theatomicdensity,photondensity,thesuperfluidorderparameter,solidorderparameterandsupersolidorderparameter.
Comparedwiththehard-coresystem,thesupersolidofthesoft-coresystememergesinalargerrangeandiseasiertobefound.
Theresultsofourstudyarehelpfultoguidethecoldatomexperimentinacavitytosearchfornewquantumphases.

Keywords:extendedBose-Hubbardmodel;mean-fieldmethod;opticalcavity;super-solid
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