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霍奇星算子与外微分算符的组合规律
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摘　要：系统探讨了霍奇星算子与外微分算符作用于任意微分形式场时二者的一般组合规律．首先，找到了保

持微分形式场的次不变的２个组合算符，并通过二者的线性组合得到了一个新算符．其次，当由任意数目的霍奇星算

子与外微分算符进行组合时，导出了所有形式上彼此互异的组合算符的统一表达式．这些 表 达 式 由 单 个 霍 奇 星 算 子

与外微分算符以及二者的任选２个的非零组合构成．在此基础上，分析了所有算符之间的相互作用关系，并根据这些

算符对微分形式的次的改变情况，对它们进行了具体分类．最后，作为一个应用，详细 讨 论 了 如 何 由 次 相 同 的 微 分 形

式的线性组合来构造电磁场的麦克斯韦方程．
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由著名数学家嘉当（Ｃａｒｔａｎ）率先倡导的微分形式［１］（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　ｆｏｒｍ）的现代观念，在几何与拓扑等数学领域以及物理学

的诸多领域有着非常广泛的应用，尤其在数学物理与理论物理等物理学分支．微分形式已成为研究广义相 对 论、规 范 场 论（如

电磁理论与Ｙａｎｇ－Ｍｉｌｌｓ理论等）、超引力以及弦理论等极其有效的工具．
对微分形式的操作过 程 中，离 不 开 楔 形 积（ｗｅｄｇｅ　ｐｒｏｄｕｃｔ）、霍 奇 星 算 子（Ｈｏｄｇｅ　ｓｔａｒ　ｏｐｅｒａｔｏｒ，用＊表 示）与 外 微 分 算 符

（ｅｘｔｅｒｉｏｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ　ｏｐｅｒａｔｏｒ，由ｄ表示）３种基本操作．楔形积易于理解，因此本文只关注最后２种算符．在此对二者的具体

定义与主要性质进行简单介绍，部分详细过程可参考文献［１－５］等．
由著名数学家霍奇（Ｈｏｄｇｅ）首次引入的 Ｈｏｄｇｅ星算 子 是 一 个 定 义 在 有 限 维 定 向 向 量 空 间 的 外 代 数［３］上 的 线 性 映 射，在

单个 Ｈｏｄｇｅ星算子的作用下，维度为ｎ的微分流形上的ｐ－形 式（ｐ－ｆｏｒｍ）可 转 换 成 一 个（ｎ－ｐ）－形 式，但 是，偶 数 个 霍 奇 星 算

子的连续作用不改变微分形式场的次，也不改变其分量的大小，仅有可能整体上带来一个负号．另一方 面，外 微 分 算 符 是 作 用

于函数的普通微分算符在微分形式场上的延展，也 常 称 为 外 导 数（ｅｘｔｅｒｉｏｒ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ）．当 它 作 用 于ｐ 次 微 分 形 式 时 相 当 于 把

各个分量分别看成一个函数并对其进行偏微分，生成（ｐ＋１）次形式，连续２次作用于微分形式的结果恒等于零．
归因于霍奇星算子与外微分算符自身属性的限制，二者中的任意一个连续２次及以上作用于任意微分形式场时，前者在

偶数次作用的前提下几乎对这些场不带来影响，后者直接为零，因此，孤立地考虑二者中的某一个，终究对场的改变有限．为了

拓展这２类算符对微分形式的作用效果，一条有效的途径就是考虑二者的所有可能的非零组合，如大家熟知的余微分算子［３］

以及 Ｈｏｄｇｅ－Ｌａｐｌａｃｅ算子等．那么，为了找到这些 独 立 且 非 零 的 组 合 算 符 并 探 讨 它 们 的 重 要 性 质，需 要 回 答 一 系 列 关 键 性 问

题，具体包括：“任意数目的霍奇星算子与外微分算符彼此之间究竟有怎样的一般组合规律？”“所有这些组合操作的可能的统

一表达式到底是什么？”“所有算符之间有什么样的相互作用关系？以及它们作用于任意微分 形 式 场 时 有 何 结 果？”等 等．本 文

拟将逐一解决这些问题．

１　保持微分形式场的次不变的组合算符

本节将详细探讨如何把 Ｈｏｄｇｅ对偶星算子与外微分算符作用于微分形式来构造分量大小有变化但微分形式的次仍然不

变的新的量．在此基础上，给出２个以及３个 Ｈｏｄｇｅ星算子与外微分算符组合的一般规律．
考虑让Ｈｏｄｇｅ星算子＊与外微分算符ｄ分别作用于ｎ维时空流形上的任意ｐ次微分形式场Ａ来给出它们的定义，微分形

式Ａ 记为
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Ａ ＝
１
ｐ！Ａμ１…μｐｄｘ

μ１…μｐ ． （１）

采用通常做法，上式以及下文中，把对偶坐标基底的楔形积ｄｘμ１ ∧ … ∧ｄｘμｐ 简写为ｄｘμ１
…μｐ，Ａμ１…μｐ 就是一个ｐ－阶完全反

对称量．为了方便于讨论，在后文把霍奇星算子与外微分算符分别记为 ＊ ＝Ｐ１ 与ｄ＝Ｐ２．二者简称为基本算符，并约定Ｐ 的

下脚指标“１”与“２”依次对应于算符“＊”与 “ｄ”．Ｐ１ 与Ｐ２ 作 用 于ｐ －形 式 场Ａ 分 别 得 到 其 对 偶 微 分 形 式 ＊Ａ ＝Ｐ１Ａ 以 及

ｄＡ ＝Ｐ２Ａ，由分量形式表示为

（Ｐ１Ａ）μ１μ２…μｑ ＝
１
ｐ！Ａ

ν１…νｐ珓εν１…νｐμ１…μｑ
，（Ｐ２Ａ）μ０μ１…μｐ ＝ （ｐ＋１）［μ０

Ａ
μ１…μｐ

］． （２）

这里以及下文中，设定整数ｑ＝ｎ－ｐ，ｎ－ 阶完全反对称的协变Ｌｅｖｉ－Ｃｉｖｉｔａ张量定义为珓ε１…ｎ ＝｜ｇ｜
（１／２），ｇ＝ｄｅｔ（ｇνμ）为时空

度规张量的行列式．上式第２个方程中的偏微分可替换成通常的协变导数算符，并满足ｄ２　Ａ＝０，即，任意微分形式经过外

微分算符的连续２次作用后始终等于零．很显然，Ｐ１Ｐ２ ≠Ｐ２Ｐ１．
首先，考虑如何把 Ｈｏｄｇｅ对偶星算子与外微分算符或二者的组合作用于ｐ－形式Ａ 来构造分量大小有变化的新的ｐ次形

式场．有４种的作用于Ａ 的基本组合模式，相应可得４种操作：

Ｐ１２ ＝ ＊ｄ，Ｐ２１ ＝ｄ＊，Ｐ１１ ＝ ＊＊，Ｐ２２ ＝ｄｄ． （３）

Ｐ１２ 与Ｐ２１ 作用于ｐ次微分形式场分别得到（ｑ－１）与（ｑ＋１）次形式，二者的次相差为２．不难验证，Ｐ１２ 与Ｐ２１ 互易且相继作

用于Ａ 等于零，这样，

Ｐ１２Ｐ２１ ＝Ｐ２１Ｐ１２ ＝０． （４）

由Ｐ１１ 作用于Ａ，借助２个Ｌｅｖｉ－Ｃｉｖｉｔａ张量的乘积关系式以及推广的Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ　ｄｅｌｔａ符号部分或全部指标缩并的关系式

珓ε
ν１…νｎ珓εμ１…μｎ ＝ｓｇｎ（ｇ）δ

ν１…νｎ
μ１…μｎ

，δ
α１…αｎ－ｍν１…νｍ
α１…αｎ－ｍμ１…μｍ

＝ （ｎ－ｍ）！δ
ν１…νｍ
μ１…μｍ

， （５）

（推广的Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ　ｄｅｌｔａ符号定义为δ
ν１…νｍ
μ１…μｍ

＝ｍ！δ
［ν１
μ１
…δ

νｍ］

μｎ
，而逆变Ｌｅｖｉ－Ｃｉｖｉｔａ张量约定为珓ε

１…ｎ
＝ｓｇｎ（ｇ）｜ｇ｜

（－１／２），这里

ｘ＞０时符号函数ｓｇｎ（ｘ）＝１，ｘ＜０时ｓｇｎ（ｘ）＝ －１，欲了解２式的更多详情，参见文献［６］．）得到

Ｐ２ｋ１１Ａ ＝Ａ，Ｐ２ｋ＋１１１ Ａ ＝ｓｇｎ（ｇ）（－１）ｐｑ　Ａ． （６）

除非特别说明，上式以及下文中ｋ默认为非负整数．（６）式表明Ｐ１１ 不改变微分形式的次，并且，当时空流形的维度ｎ为奇数且

ｓｇｎ（ｇ）＝１时，无论ｐ如何取值，Ｐ１１ 始终为单位算符．尽管如此，当符号系数ｓｇｎ（ｇ）（－１）ｐｑ ＝ －１时，它在整体上给微分形式

场带来一个负号但不会导致其分量大小产生变化．此外，Ｐ２２Ａ ＝０（可令Ｐ２２ ＝０），因此，为了构造有实质变化的不同的ｐ－形

式场，完全可以排除Ｐ１１ 与Ｐ２２ 这２个平庸操作．

Ｐ２，Ｐ１２，Ｐ２１ 三者与Ｐ１１ 分别交换作用顺序的关系依次为

Ｐ１１Ｐ２ ＝ （－１）ｎ－１　Ｐ２Ｐ１１，Ｐ１１Ｐ１２ ＝ （－１）ｎ－１　Ｐ１２Ｐ１１，Ｐ１１Ｐ２１ ＝ （－１）ｎ－１　Ｐ２１Ｐ１１． （７）

如果２个算符交换顺序前后生成次不同的微分形式场，本文认为二者没有可比性，如Ｐ１Ｐ２ 与Ｐ２Ｐ１，Ｐ２Ｐ１２ 与Ｐ１２Ｐ２，以 及

Ｐ２Ｐ２１ 与Ｐ２１Ｐ２ 等．很显然，Ｐ１１ 与Ｐ１ 对易，即［Ｐ１１，Ｐ１］＝０，但是，只有当时空流形的维度ｎ为奇数时，［Ｐ１１，Ｐ２］＝０，［Ｐ１１，

Ｐ１２］＝０以及［Ｐ１１，Ｐ２１］＝０；当ｎ为偶数时，［Ｐ１１，Ｐ２］＋＝０，［Ｐ１１，Ｐ１２］＋＝０以及［Ｐ１１，Ｐ２１］＋＝０，即，Ｐ１１ 与Ｐ２，Ｐ１２ 以及Ｐ２１
三者中的任意一个反对易．（７）式的一个显著优点就是可以实现算符Ｐ１１ 的任意置换，从而尽可能简化算符之间的相互作用，

例如，Ｐ２１Ｐ１２＝ （－１）ｎ－１　Ｐ１１Ｐ２２ ＝０．
在（４）式与（７）式的基础上，可以证明，从Ｐ１，Ｐ２，Ｐ１１，Ｐ１２ 与Ｐ２１ 等５个算符中选取的任意操作组合，能够生成新的有实质

不同的ｐ－形式场的最少操作组合只能是

Ｏ１ ＝Ｐ２１２，Ｏ２ ＝Ｐ２２１ （８）

这２种．显然，ＯｉＯｒ ＝δｉｒＯｉＯｒ，这里ｉ，ｒ＝１，２．在（７）式的协助下，进一步得到二者分别与Ｐ１、Ｐ２ 的相互作用关系Ｐ１Ｏ１ ＝

Ｏ２Ｐ１，Ｐ１Ｏ２＝Ｏ１Ｐ１，Ｐ２Ｏ１＝Ｏ２Ｐ２ 与Ｐ２Ｏ２＝Ｏ１Ｐ２＝０，以及它们与Ｐ１１ 的彼此对易关系［Ｐ１１，Ｏｉ］＝０．二者更具体的表

达式可由它们对ｐ－形式Ａ 的作用来给出．
为了得到Ｏ１Ａ 与Ｏ２Ａ 的具体结果，先由推广的Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ　ｄｅｌｔａ符号的性质来求解ｐ－形式Ａ 依次由外微分算符与霍奇

对偶的作用 ＊ｄＡ ＝Ｐ１２Ａ，以及它的对偶微分形式经由外微分算子的作用ｄ＊Ａ ＝Ｐ２１Ａ．利 用（２）式，前 者 的 分 量 形 式 可 表

示为

（Ｐ１２Ａ）μ１…μｑ－１ ＝
１
ｐ！珓εα０…αｐμ１…μｑ－１

α０Ａα１
…αｐ ． （９）

而在（５）式的帮助下，后者的分量形式为

（Ｐ２１Ａ）μ１…μｑ＋１ ＝
１

（ｐ－１）！珓εα１…αｐ－１μ１…μｑ＋１ρＡ
α１…αｐ－１ρ． （１０）

再用Ｐ１２操作一次（９）式，并应用（５）式，有
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（Ｏ１Ａ）μ１…μｐ ＝ｃ３
（ｐ＋１）σσＡμ１…μｐ ＝ｃ３Ａμ１…μｐ －ｃ３ｐ

σ［μ１
Ａ｜σ｜μ２…μｐ］

， （１１）

得到一个新的含２阶导数的ｐ－形式场，这里算符  ＝ｇｐσρσ 为大家所熟知的达朗贝尔算子（ｄ＇Ａｌｅｍｂｅｒｔ　ｏｐｅｒａｔｏｒ），并且，

全 文约定符号系数ｃ３ ＝ｓｇｎ（ｇ）（－１）ｐ（ｑ－１）或等价为ｃ３＝ｓｇｎ（ｇ）（－１）ｎｐ．（１１）式中第２个等式的导出可以借助文献［６］中推

广的Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ　ｄｅｌｔａ符号的解除反对称方括号的性质（ｅ）及其展开式（４２）来实现．特别地，当ｐ＝０时，对于标量场（ｘ），有

Ｏ１＝ｓｇｎ（ｇ），由此可把标量场的波方程 ＝０表述为Ｏ１＝０．事实上，下文中即将看到，组合算符Ｏ１、Ｏ２ 二者与达

朗贝尔算子之间存在一个更为一般的联系．同样，再让Ｐ２１ 作用于（１０）式，又可得一个含Ａ 的２阶导数的ｐ次形式

（Ｏ２Ａ）μ１…μｐ ＝
（－１）ｎｃ３ｐ［μ１

ρＡ｜ρ｜μ２…μｐ］．
（１２）

　　如果再次以（１１）式与（１２）式中的ｐ次微分形式Ｏ１Ａ与Ｏ２Ａ为出发点，重复上述过程，又可导出２个新的ｐ－形式场．如此

反复，以Ａ出发，最终能够得到一系列形式上彼此独立的ｐ次微分形式场Ｐ２ｊ１２Ａ＝Ｏｊ１（Ａ）以及Ｐ２ｊ２１Ａ＝Ｏｊ２Ａ（ｊ为非负整数）．

与 此不同的是，Ｐ１２Ｏｊ１Ａ 与Ｐ２１Ｏｊ２Ａ分别为（ｑ－１）与（ｑ＋１）次形式场，而（４）式直接排除了Ｐ１２ 与Ｐ２１ 的混合对Ａ的作用．值

得 强调的是，由于算符Ｏ１ 与Ｏ２ 具有保持微分形式的次不变的优点，如果考虑４个及以上基本算符Ｐ１ 与Ｐ２ 的组合操作时，可

以尝试尽量让Ｏ１ 与Ｏ２ 来表示它们．

既然Ｏ１与Ｏ２都保持微分形式的次不变，因此，完全能够由二者之间的线性叠加构造一个更一般的保持次不变的算符．不

妨考虑由Ｏｊ１ 与Ｏｋ２ 二者的线性组合定义一个新的算符Ψｊｋ ＝Ψｊｋ（γ１，γ２）（γ１ 与γ２ 为组合系数），具体有

Ψｊｋ ＝γ１Ｏｊ１＋γ２Ｏｋ２，Ψｍ
ｊｋ ＝Ψｍｊ，ｍｋ（γｍ１，γｍ２）＝γｍ１Ｏｍｊ

１ ＋γｍ２Ｏｍｋ
２ ． （１３）

上式第２个方程的导出用到了性质Ｏ１Ｏ２＝Ｏ２Ｏ１＝０，要求该方程中的ｊ，ｋ必须为正整数．不难验证，在组合系数γ１、γ２ 与算

符作用的微分形式 的ｐ 次 无 关 的 条 件 下，组 合 操 作Ψｊｋ 还 具 有 如 此 的 一 些 重 要 性 质：一 般 情 形 下，算 符 之 间 存 在 对 易 关 系

［Ｐ１１，Ψｊｋ］＝０，［Ｐ１２，Ψｊｋ］＝０，［Ｐ２１，Ψｊｋ］＝０，［Ψｊ１ｋ１
，Ψｊ２ｋ２

］＝０等；当组合系数满足γ１＝γ２＝γ，并且ｊ＝ｋ时，还存在

对易关系［Ｐ１，Ψｋｋ（γ，γ）］＝０，［Ｐ２，Ψｋｋ（γ，γ）］＝０以 及［Ｐ１２ｐ１，Ψｋｋ（γ，γ）］＝０；当γ１，２ ＝１时，有 恒 等 式Ψｊ１ｋ１Ψｊ２ｋ２ ＝

Ψｊ１＋ｊ２，ｋ１＋ｋ２．值得强调的是，当ｊ，ｋ＝１，且系数γ１，２＝ ±１时，Ψ１１（１，１）或Ψ１１（－１，－１）回到通常的Ｌａｐｌａｃｅ－ｄｅ　Ｒｈａｍ算子，

文献中也时常称为 Ｈｏｄｇｅ－Ｌａｐｌａｃｅ算子．

比 较（１１）式与（１２）式，不难发现，组合操作Ｏ１与Ｏ２二者并不是彼此完全孤立的，因此，为了理解Ψｊｋ 的意义，需要确定它

们作用于任意微分形式时彼此的具体联系．基 于 推 广 的 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ　ｄｅｌｔａ符 号 的 解 除 反 对 称 方 括 号 的 性 质［６］与 黎 曼 曲 率 张 量

（Ｒｉｅｍａｎｎ　ｃｕｒｖａｔｕｒｅ　ｔｅｎｓｏｒ）的定义［４］（σρ－σρ）νμ ＝Ｒρσμννν（这里νμ 为任意协变矢量），经过冗长的计算，进一步导出

Ｏ１Ａ 与Ｏ２Ａ 二者的如下关系

（Ｏ１Ａ）μ１…μｐ ＝
（－１）ｎ＋１（Ｏ２Ａ）μ１…μｐ ＋ｃ３Ａμ１…μｐ ＋ｃ３Ωμ１…μｐ

（１４）

或Ψ１１（ｃ３，（－１）ｎｃ３）Ａ＝Ａ＋Ω，这里约定Ａ＝（ｐ！）－１Ａ
μ１…μｐ

ｄｘμ１
…μｐ ．不难证明，更一般地，［Ｐ１，Ψｋｋ（ｃ３，（－１）ｎｃ３）］＝

０以及［Ｐ２，Ψｋｋ（ｃ３，（－１）ｎｃ３）］＝０．上式中，ｐ－阶反对称张量Ω
μ１…μｐ

是一个与黎曼曲率张量Ｒρσμν 有关的量，定义为

Ω
μ１…μｐ

＝ －
ｐ
２
（２Ｒσ［μ１Ａ｜σ｜μ２…μｐ］－

（ｐ－１）Ｒρσ［μ１μ２Ａ｜ρσ｜μ３…μｐ］
）． （１５）

由 此可知，如果时空平直，即Ｒρσμν＝０，相应地，Ω
μ１…μｐ

＝０，在该条件下，获得组合算符Ψ１１（ｃ３，（－１）ｎｃ３）＝，正好是达朗贝

尔算子；反之，若Ｒρσμν ≠０，可以证明，对于任意ｐ（取尽０到ｎ的所有整数）次形式Ａ，并不能保证Ω
μ１…μｐ

＝０恒成立．综合可

得结论：当且仅当时空平直时，Ψｊｋ 才能表示成适用于任意微分形 式 的 达 朗 贝 尔 算 子．尽 管 如 此，如 果 对 微 分 形 式 场 进 行 特 殊

选择，比如，对于所有１次形式Ａ，仅要求时空流形是里奇平直的（Ｒｉｃｃｉ－ｆｌａｔ），即里奇曲率张量Ｒμν ＝０，或更一般地，只需要求

某一ｐ－形式Ａ 满足Ω
μ１…μｐ

＝０的约束，也能确保Ψ１１（ｃ３，（－１）ｎｃ３）＝  有条件成立．例如，当Ａ 选取为任意标量（ｘ）与

Ｌｅｖｉ－Ｃｉｖｉｔａ张量的乘积（ｘ）珓εμ１…μｎ
（即任意ｎ－ 阶完全反对称张量）时，显然，始终有Ω

μ１…μｐ
＝０；此外，当Ａμ ＝ξμ 为时空几何

的Ｋｉｌｌｉｎｇ矢量场时，借助其满足的恒等式 ρμξν ＝ －Ｒμνρσξσ，得到Ψ１１（ｃ３，（－１）ｎｃ３）ξ＝２ξ（式中ｃ３ ＝ｓｇｎ（ｇ）（－１）ｎ），

由此可见，尽管没有要求一定满足Ωμ ＝０，对于任意Ｋｉｌｌｉｎｇ矢量，仍然可以把Ψ１１（ｃ３，（－１）ｎｃ３）表示成达朗贝尔算子．

事实上，在（１４）式与（１５）式的基础上，完全可以通过算符Ψｊｋ 对ｐ次微分形式场的作用来构造曲率张量的高阶导数项．比

如，考虑让Ψ１１（ｃ３，（－１）ｎｃ３）连续２次作用于Ｋｉｌｌｉｎｇ矢量场ξμ，得到

［Ψ２２（１，１）ξ］μ ＝ －２ξν（Ｒμν－２ＲσμＲνσ）， （１６）

上 式中，已经用到关系式Ψ２
１１（ｃ３，（－１）ｎｃ３）＝Ψ２２（１，１）．当要求Ψ１１（ｃ３，（－１）ｎｃ３）ξ＝０对任意Ｋｉｌｌｉｎｇ矢量场ξμ 恒成立时，得

到方程Ｒμν ＝０，与此不同，倘若仅要求Ψ２２（１，１）ξ＝０始终成立，由（１６）式导出一个与里奇曲率张量相关的有趣方程

Ｒμν ＝２ＲσμＲνσ． （１７）

显然，里奇平直时空的度规张量是上述方程的一个解．
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　　其 次，基 于 上 述 对Ｐ１，Ｐ２，Ｐ１１，Ｐ１２ 与Ｐ２１ 等

５个 算符的分析，可以 总 结 其 中 任 意 二 者 的 组 合 作

用于ｐ－形式场Ａ的一般规律，具体见表１．表１中，除

第１行 与 第１列 以 外，所 有 元 素 均 是 其 所 在 行 第

１个 元素与其所在列第１个元素的依次组合的结果

（列中算符先作用于Ａ），如第３行与第５列所在元素

为Ｐ２Ｐ１２＝Ｐ２１２．表１中所有组合算符作用于任意微

分形式时，只有经由 对 角 元 素 的 操 作 才 能 保 持 它 们

的次不变，由 此 进 一 步 验 证 了（８）式 中 的 结 论．“１”

理解为单位算符，２个符号系数ｃ１ 与ｃ２ 分别定义为

表１　５个算符之间相互作用关系

Ｔａｂ．１　Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　５ｏｐｅｒａｔｏｒｓ

算符 Ｐ１ Ｐ２ Ｐ１１ Ｐ１２ Ｐ２１

Ｐ１ ｃ１１　 Ｐ１２ ｃ１Ｐ１ ｃ２Ｐ２ Ｐ１２１

Ｐ２ Ｐ２１ ０ ｃ１Ｐ２ Ｐ２１２ ０

Ｐ１１ ｃ１Ｐ１ ｃ２Ｐ２ １　 ｃ２Ｐ１２ ｃ２Ｐ２１

Ｐ１２ Ｐ１２１ ０ ｃ１Ｐ１２ Ｏ１ ０

Ｐ２１ ｃ１Ｐ２ Ｐ２１２ ｃ１Ｐ２１ ０ Ｏ２

ｃ１ ＝ｓｇｎ（ｇ）（－１）ｐｑ ＝ｓｇｎ（ｇ）（－１）ｎｐ＋ｐ，ｃ２ ＝ （－１）ｎ－１ｃ１ ＝ｓｇｎ（ｇ）（－１）ｎｐ＋ｐ＋ｎ＋１， （１８）

即，ｃ１ 与ｃ２ 二者只能够选取±１，具体可分为３种情形．当时空流形的维度ｎ为奇数时，不论微分形式的次ｐ如何取值，始终保

证ｃ１，２＝ｓｇｎ（ｇ）；当ｎ与ｐ均为偶数时，ｃ１＝ｓｇｎ（ｇ），ｃ２＝ －ｓｇｎ（ｇ）；当ｎ为偶数但ｐ为奇数时，ｃ１＝ －ｓｇｎ（ｇ），ｃ２＝ｓｇｎ（ｇ）．

ｃ１ 与ｃ３ 的关系为ｃ３ ＝ （－１）ｐｃ１．算符Ｐ１２、Ｐ２１、Ｏ１ 与Ｏ２ 对Ａ 的作用由（９）～ （１２）式依次给出，而操作Ｐ１２１ 与Ｐ２１２ 定义为

Ｐ１２１ ＝ ＊ｄ＊ ＝Ｐ１２Ｐ１，Ｐ２１２ ＝ｄ＊ｄ＝ｃ１Ｐ１Ｏ１． （１９）

显然，二者具有Ｐ２２１２ ＝Ｐ２１２１ ＝０，Ｐ１２１Ｐ２１２ ＝Ｐ３１２，Ｐ２１２Ｐ１２１ ＝Ｐ３２１，Ｏ２Ｐ２１２ ＝Ｐ２１２Ｏ１，Ｐ２１２Ｐ１ ＝Ｐ２Ｐ１２１，［Ｐ１１，Ｐ２１２］＝０以及

［Ｐ１１Ｐ１２１］＝ （－１）ｎ－１　Ｐ１２１Ｐ１１ 等一系列相互作用关系，它们作用于任意ｐ－形式场Ａ 的具体结果分别为

（Ｐ１２１Ａ）μ２…μｐ ＝
（－１）ｎｃ３μ１　Ａμ１μ２…μｐ

，（Ｐ２１２Ａ）μ１…μｑ ＝
ｐ＋１
ｐ！珓εα１…αｐμ１…μｑσ

［α１　Ａα２
…αｐσ

］， （２０）

上式中，μ１　Ａ
μ１…μｐ

＝｜ｇ｜（－１／２）μ１（｜ｇ｜（１／２）Ａμ１…μｐ
），由此可见，操作Ｐ１２１ 与微分形式相作用实质上就是对其作用对象进行

物理学上的散度运算．若引入新的（ｐ－１）次形式ｄｉｖ（Ａ）＝ ［（ｐ－１）！］－１νＡ
μ２…μｐν

ｄｘμ２
…μｐ，则Ｐ１２１Ａ ＝ｃ２ｄｉｖ（Ａ）．

算符Ｐ１２１与余微分［３］（ｃｏ－ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ）δ有这样的关系

δ＝ｓｇｎ（ｇ）（－１）ｎｐ＋ｎＰ１２１． （２１）

易得δ２ ＝ －Ｐ１２Ｐ２１Ｐ１１ ＝０，作 用 于ｐ 次 形 式Ａ 得 到（ｐ－１）－形 式（δＡ）＝ （－１）ｐ＋１ｄｉｖ（Ａ）（分 量 形 式 为（δＡ）
μ２…μｐ

＝

ρＡ
ρμ２…μｐ

），以及δ与算子Ψｊｋ（γ１，γ２）之间的对易关系［δ，Ψｋｋ（γ，γ）］＝０．并且，在余微分δ的协助下，可以把（１４）式中的算

子表述为Ψ１１（ｃ３，（－１）ｎｃ３）＝δｄ＋ｄδ，这样，算符（δｄ＋ｄδ）分别与Ｐ１、Ｐ２ 以及δ三者对易，它的ｋ次连续作用（δｄ＋ｄδ）ｋ ＝
（δｄ）ｋ ＋（ｄδ）ｋ；还可把守恒流Ｊμ 与２形式 守 恒 势Ｑμν 之 间 的 关 系Ｊ ＝ｄｉｖ（Ｑ）（Ｊμ ＝ νＱμν）改 写 为Ｊ ＝ －δＱ，或 ＊Ｊ ＝
ｄ＊Ｑ（＊ｄｉｖ（Ｑ）＝ｄ＊Ｑ）．

最后，把基本算符Ｐ１ 与Ｐ２ 作用于任意２个Ｈｏｄｇｅ对偶与外微分算符的３个非零组合Ｐ１１，Ｐ１２ 与Ｐ２１，可以得到由３个基

本算符构成的５个非零的独立组合操作．除了（１９）式中的２个操作Ｐ１２１ ＝Ｐ１Ｐ２１ 与Ｐ２１２ ＝Ｐ２Ｐ１２ 外，还有

Ｐ１１１ ＝Ｐ１Ｐ１１，Ｐ２１１ ＝Ｐ２Ｐ１１，Ｐ１１２ ＝Ｐ１Ｐ１２ ＝ （－１）ｎ－１　Ｐ２Ｐ１１． （２２）

根据表１，它们作用于ｐ－形式场Ａ 有这样一些结果：

Ｐ２１１Ａ ＝ｓｇｎ（ｇ）（－１）ｐｑｄＡ，Ｐ１１１Ａ ＝ｓｇｎ（ｇ）（－１）ｐｑ＊Ａ，Ｐ１１２Ａ ＝ｓｇｎ（ｇ）（－１）ｐｑ＋ｎ－１ｄＡ． （２３）

到此为止，（２０）式与（２３）式给出了３个基本算符的非零组合操作作用于微分形式的所有结果，但与Ｐ１、Ｐ２ 作用的结果有本质

区别的只有Ｐ１２１ 与Ｐ２１２ 这２个操作．

２　任意霍奇星算子与外微分算符的一般组合规律

在上一节的基础上，本节将进一步全面系统地探讨任意数目的 Ｈｏｄｇｅ星算子与外微分 算 符 共 同 作 用 于 微 分 形 式 场 的 一

般组合规律，给出所有可能的非零且形式上独立的组合操作的一般表达式，在此基础上，再来分析它们的相互作用关系，并依

据这些操作生成的微分形式的次来对它们进行分类．

２．１　所有非零独立组合算符的统一表达式

考虑把上一节中２个以及３个基本算符Ｐ１ 与Ｐ２ 的组合模式推广到任意Ｎ 个的情形．一方面，由于Ｐ２２ ＝０以及Ｐ１１ 仅有

可能改变微分形式场的符号，因此，不能连续出现２个外微分算符，并且，相邻２个外微分算符Ｐ２ 之间仅能有奇数个Ｈｏｄｇｅ对

偶的组合Ｐ１Ｐｋ１１，形成Ｐ２Ｐ１Ｐｋ１１Ｐ２ 的结构（利用（７）式中Ｐ１１ 与Ｐ２ 的交换关系，等价为（－１）ｋ（ｎ－１）Ｐ２Ｐ１Ｐ２Ｐｋ１１），即，２个相邻

Ｐ１２ 或Ｐ２１ 之间只可能出现算符Ｐｋ１１，一起构成形如Ｐ１２Ｐｋ１１Ｐ１２ 或Ｐ２１Ｐｋ１１Ｐ２１ 的组合．另一方面，（７）式表明Ｐ１１ 与Ｐ１２、Ｐ２１ 二

者中的任意一个交换先后作用顺序时乘上一个符号系数（－１）ｎ－１，仅有可能带来符号的变化．这样，总可以通过置换排列顺序，

把相邻Ｐ１２（Ｐ２１）之间的所有Ｐ１１ 算符置换到最左端或最右端，而（４）式直接排除了混合Ｐ１２ 与Ｐ２１ 的操作组合Ｐ１２Ｐｋ１１Ｐ２１ 与
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Ｐ２１Ｐｋ１１Ｐ１２ 的出现．基于此，对于Ｎ 个 Ｈｏｄｇｅ星算子与外微分算符的任意非零值组合，总可以表示成如下

Ｕ１ ＝ （－１）ｍ（ｎ－１）Ｐτ１Ｐｊ１２Ｐｋ１１，Ｕ２ ＝ （－１）ｍ（ｎ－１）Ｐτ１Ｐｊ２１Ｐｋ１１，Ｕ３ ＝ （－１）ｍ（ｎ－１）Ｐ２Ｐｊ１２Ｐｋ１１ （２４）

３种形式之一．上式以及下文中，约定τ＝０，１；ｍ与ｊ默认为非负整数（除非特别指出），ｍ指代把所有Ｐ１１ 置换到最右端时Ｐ１１
与Ｐ２、Ｐ１２、Ｐ２１ 三者置换的总次数，很显然，ｊ与ｋ满足约束条件

τ＋２（ｊ＋ｋ）＝Ｎ，１＋２（ｊ＋ｋ）＝Ｎ． （２５）

值得注意的是，（２４）式中的３个表达式并不是彼此完全独立的，当τ＝１时，Ｕ１ 被Ｕ２ 与Ｕ３ 共同覆盖．
更 具体地，当Ｎ 为偶数时，所有（２　Ｎ－１）个非零且独立的操作只能表示成（２４）式中τ＝０时的更为简洁的Ｕ１０ 与Ｕ２０，即

Ｕ１０ ＝σＰｊ１２Ｐｋ１１，Ｕ２０ ＝σＰｊ２１Ｐｋ１１， （２６）

不可能出现Ｕ３ 形式，而２（ｊ＋ｋ）＝Ｎ；当Ｎ 为奇数时，要求（２４）式中τ＝１，所有形式上独立的非零组合操作可表示为

Ｕ２１ ＝Ｐ１Ｕ２０ ＝σＰ１Ｐｊ２１Ｐｋ１１，Ｕ３１ ＝Ｐ２Ｕ１０ ＝σＰ２Ｐｊ１２Ｐｋ１１， （２７）

要求２（ｊ＋ｋ）＝Ｎ－１．当奇数Ｎ ３时，非零操作总数也为（２　Ｎ－１），因此，尽管含Ｎ（２）个基本算符Ｐ１ 与Ｐ２ 的组合模

式有２　Ｎ 种，但非零的独立组合操作只有（２　Ｎ－１）个，如果Ｐ１１ 与Ｐ２，Ｐ１２ 以及Ｐ２１ 等置换最终不带来符号差异，它们的数目会

更少，比如，当时空流形的维度ｎ为奇数时，Ｐ１１ 与Ｐ２，Ｐ１２ 以及Ｐ２１ 分别对易，因此，始终有（－１）ｍ（ｎ－１）＝１，这时，所有由Ｎ 个

基 本算符Ｐ１ 与Ｐ２ 组合的非零独立操作的个数仅为（Ｎ＋１）．在（２６）式与（２７）式中，因为ｍ要么为偶数次置换，要么为奇数次

置换，因此，不需要关心ｍ 的具体取值，完全可以由σ＝ （－１）τ（ｎ－１）替代符号系数（－１）ｍ（ｎ－１）．当ｊ＝０（排除Ｕ３１ 的ｊ＝０且

ｋ≠０情形）或ｋ＝０时，即，组合操作中不出现Ｐ１１ 或仅存在Ｐｋ１１（Ｐ１Ｐｋ１１）时，τ＝０，使得符号系数σ＝１；其余情形（包含Ｕ３１
的ｊ＝０且ｋ≠０情形），即Ｐ１１ 混合Ｐ２，Ｐ１２ 与Ｐ２１ 三者中任意一个时，τ＝０与τ＝１操作同时存在．对于Ｕ１０、Ｕ２０、Ｕ１２ 与Ｕ２１
彼此之间的相互作用关系，下文即将给予探讨．

（２４）式表明，完全可由Ｐ１，Ｐ２，Ｐ１１，Ｐ１２ 与Ｐ２１ 等５个 算 符 表 示 由 Ｈｏｄｇｅ对 偶 与 外 微 分 算 符 构 造 的 任 意 非 零 值 操 作．这

样，借助表１给出的算符之间的相互作用关系以及它们作用于ｐ－形式场Ａ 的各具体表达式，可以逐步计算这些操作对微分形

式场的作用结果．接下来，讨论３个有关（２６）式与（２７）式的具体应用例子．

１）Ｎ ＝４时，把Ｐ１ 与Ｐ２ 分别作用于（２２）式中由３个基本算符构成的所有５个非零操作，进一步得到由４个Ｐ１ 与Ｐ２ 组

合的７个彼此互异的非零操作，也就是（２６）式中（ｊ，ｋ）取值为（０，２）、（１，１）与（２，０）时的结果

（－１）τ（ｎ－１）Ｐ１２Ｐ１１，Ｏ１，Ｐ１１Ｐ１１，（－１）τ（ｎ－１）Ｐ２１Ｐ１１，Ｏ２． （２８）

若时空维度ｎ为奇数，（－１）ｎ－１ ＝１，因此，（２８）式中真正独立的量只有５个．

２）Ｎ ＝５时，再次把Ｐ１ 与Ｐ２ 分别作用于（２８）式中各量，又可得到９个由５个Ｐ１ 与Ｐ２ 组合的独立非零操作，它们对应

于（２７）式中（ｊ，ｋ）依然取值为（０，２）、（１，１）与（２，０）时的值：

（－１）τ（ｎ－１）Ｐ２Ｐ１１Ｐ１１，Ｐ１Ｐ１１Ｐ１１，（－１）τ（ｎ－１）Ｐ１Ｐ２１Ｐ１１，Ｐ１Ｏ２，（－１）τ（ｎ－１）Ｐ２Ｐ１２Ｐ１１，Ｐ２Ｏ１． （２９）

同样，如果时空维度ｎ为奇数，（２９）式中仅包含６个独立组合算符．

３）当（２６）式中（ｊ，ｋ）分别等于（０，３）、（１，２）、（２，１）与（３，０）时，能够得到由６个基本算符组合的１１个独立的非零操作

Ｐ１２Ｏ１，σＰ１２，σＯ１Ｐ１１，Ｐ１１，Ｐ２１Ｏ２，σＰ２１，σＯ２Ｐ１１， （３０）

上式中，已利用单位算符Ｐ１１Ｐ１１＝１对部分量进行了化简．

２．２　算符之间的相互作用关系

基于上一小节的分析，尽 管 Ｎ 个 基 本 算 符 的 组 合 总 共 可 以 得 到（２　Ｎ－１）个 形 式 上 完 全 独 立 的 操 作，事 实 上，从 依 赖

Ｈｏｄｇｅ对偶与外微分算符的作用构造有实质不同的微分形式场的角度来看，由于Ｐ１１仅有可 能 改 变 微 分 形 式 的 符 号，如 果 不

是关注于此，真正有实质性区别的组合算符只可能是形如

Ｘ１ ＝Ｐｊ１２，Ｘ２ ＝Ｐｊ２１，Ｙ１ ＝Ｐ２Ｐｊ１２ ＝Ｐｊ２１Ｐ２，Ｙ２ ＝Ｐ１Ｐｊ２１ ＝Ｐｊ１２Ｐ１， （３１）

等４类．上式中，Ｘ１ 与Ｘ２ 适用于Ｎ 为偶数时，ｊ可取尽区间［０，Ｎ／２］内的所有整数，特别地，Ｘ１（０）＝Ｘ２（０）＝１是单位算

符；Ｙ１ 与Ｙ２ 适用于Ｎ 为奇数时，ｊ可取尽区间［０，（Ｎ－１）／２］内的所有整数．这样，Ｎ 个基本算符共只能得到（Ｎ＋１）个有实

质区别的组合操作，并且，它们覆盖了所有小于Ｎ 情形的结果．
为了理解（３１）式中所有算符的内在联系，来分析它们的相互作用关系．任意Ｘ１ 与Ｘ２ 的自身或彼此之间的相继作用得到

Ｘｉ（ｊ）Ｘｒ（ｋ）＝δｉｒＸｉ（ｊ＋ｋ）， （３２）

上式中，指标ｉ，ｒ＝１，２；对于Ｙ１ 与Ｙ２ 的自身或相互之间的作用，有

Ｙｉ（ｊ）Ｙｒ（ｋ）＝ （１－δｉｒ）Ｘｒ（ｊ＋ｋ＋１）． （３３）

由此可见，不同于Ｘｉ，Ｙ１ 与Ｙ２ 二者的相互作用并不是封闭的；所有Ｘｉ 与Ｙｒ 之间的彼此作用关系为

［Ｙｒ（ｊ），Ｘｉ（ｋ）］＋＝Ｙｒ（ｊ＋ｋ），［Ｙｒ（ｊ），Ｘｉ（ｋ）］＝ （２δｒｉ－１）Ｙｒ（ｊ＋ｋ）， （３４）

上式第一个方程为Ｘｉ 与Ｙｒ 二者的反对易关系．由（３４）式可知，它们的相继作用结果完全由Ｙｒ 来确定．需要注意的是，在上述

（３２）～ （３４）式中，已设定整 数ｊ，ｋ＞０，因 此，它 们 并 没 有 包 括ｊ＝０时Ｙ１（０）＝Ｐ２ 与Ｙ２（０）＝Ｐ１ 二 者 分 别 与Ｘｉ（ｋ）、
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Ｙｒ（ｋ）（这里同样要求ｋ＞０）的相互作用关系．为此，通过计算，给出Ｐｉ 与Ｘｒ（ｋ）彼此之间的如下相互作用关系

ＰｉＸ１（ｋ）＝ｃ４Ｙ１（ｋ－δ１ｉ），Ｘ２（ｋ）Ｐｉ ＝ｃ５Ｙ１（ｋ－δ１ｉ），ＰｉＸ２（ｋ）＝Ｘ１（ｋ）Ｐｉ ＝δ１ｉＹ２（ｋ）， （３５）

以及Ｐｉ 与Ｙｒ（ｋ）之间的作用关系

Ｙ１（ｋ）Ｐｉ ＝δ１ｉＸ２（ｋ＋１），ＰｉＹ１（ｋ）＝δ１ｉＸ１（ｋ＋１），ＰｉＹ２（ｋ）＝ｃ４Ｘ２（ｋ＋δ２ｉ），Ｙ２（ｋ）Ｐｉ ＝ｃ５Ｘ１（ｋ＋δ２ｉ）． （３６）

在（３５）式与（３６）式中，因Ｐ１１ 的出现而引入的符号系数ｃ４ 与ｃ５ 只可能取±１，具体来说，当ｉ＝１时，ｃ４＝ （－１）ｋ（ｎ－１）ｃ１，ｃ５＝
ｃ１；当ｉ＝２时，ｃ４，５ ＝１．综合（３２）～ （３６）式，并考虑到Ｐ１Ｐ２ ＝Ｘ１（１），Ｐ２Ｐ１ ＝Ｘ２（１）以及单位算符Ｘ１（０）或Ｘ２（０）与任

意 算符作用还是该算符本身，不难发现，在（７）式中给出的Ｐ１１ 与Ｐ２，Ｐ１２、Ｐ２１ 三者交换作用顺序的关系的帮助下，只要把上述

算符之间的相继作用关系拓展到（２６）式与（２７）式中的所有Ｕ１０、Ｕ２０、Ｕ２１ 与Ｕ３１，就能够进一步导出这些算符的所有相互作用

规律．比如，借助（３２）式，能够导出Ｕｉ０（ｘ）＝σ（τ）Ｘｉ（ｊ）Ｐｋ１１ 的如下作用关系

Ｕｉ０（ｘ１）Ｕｒ０（ｘ２）＝ （－１）
ｋ１ｊ２（ｎ－１）δｉｒＵｉ０（ｘ１＋ｘ２）， （３７）

这里约定 （ｘ）＝ （τ，ｊ，ｋ），ｘｉ 指ｘ的每个量标注下指标ｉ，（ｘ１＋ｘ２）表示对应的２个量分别相加．此外，文献［７－１０］中，在设

定Ｐ１１＝１为单位算符的前提下（此时，（３５）式与（３６）式中的ｃ４，５ 始终等于１），已验证单位算符１，Ｐ１，Ｐ２，Ｘｉ（ｋ）与Ｙｒ（ｋ）（要

求ｋ＞０）一起构成一个算符代数．
方便起见，借助Ｏ１ 与Ｏ２，进一步把（３１）式中所有独立操作表示为如下

Ｐτ２Ｏｋ１，Ｐ１２Ｏｋ１，Ｐ２１２Ｏｋ１，Ｐτ１Ｏｋ２，Ｐ２１Ｏｋ２，Ｐ１２１Ｏｋ２， （３８）

等８类．例如，在Ｎ ＝４的情形，（２８）式中的有实质区别的组合操作只有ｊ＝０，１，２时的单位算符１，Ｐ１２，Ｐ２１，Ｏ１ 与Ｏ２５个，

前３个正好是Ｎ ＝２时的所有操作（已令Ｐ１１＝１）；而当Ｎ ＝５时，（２９）式中仅包含ｊ＝０，１，２时的Ｐ１，Ｐ２，Ｐ２１２，Ｐ１２１，Ｐ２Ｏ１

与Ｐ１Ｏ２６个实质性独立操作，覆盖了Ｎ ＝１，３情形的所有可能的结果，没有单位算符，这是因为，奇数个基本算符的组合一定

不会存在单位算符．

２．３　根据生成的次不同的微分形式对操作分类

由上述操作的组合规则可进一步得到结论，当 Ｈｏｄｇｅ对偶与外微分算符作用于ｐ－形式场Ａ 时，不管操作多少次，最终的

结果要么为零，要么为６种ｔｔ次形式场之一，这里ｔ只能从集合｛ｐ，ｑ，ｐ±１，ｑ±１｝中取值．除此以外，尽管霍奇星算子与外微

分算符的所有组合不能再生成更多类型的微分形式，但 是，相 较 于 单 个 基 本 算 符 的 组 合Ｐｊ１ 与Ｐｊ２ 仅 能 分 别 生 成ｑ（或ｐ）与

（ｐ＋１）次的微分形式来说，二者的混合组合已很具有影响性了．
具体来说，当组合操作含基本算符的总个数为偶数时，由（２６）式可知，只可能生成（ｑ＋１）、（ｑ－１）与ｐ 次 的 微 分 形 式 场，

对应的操作集合依次为

Ｓｑ＋１ ＝ ｛σＰ２１Ｏｊ２Ｐｋ１１｝，Ｓｑ－１ ＝ ｛σＰ１２Ｏｊ１Ｐｋ１１｝，Ｓｐ ＝ ｛σＯｊ１Ｐｋ１１，σＯｊ２Ｐｋ１１｝． （３９）

因此，如果要求经由组合算符作用后仍然保持微分形式的次不变，如此的算符只能包含偶数个基本算符Ｐ１ 与Ｐ２，或者更一般

来说，是由Ｏｊ１ 与Ｏｋ２ 二者 的 线 性 组 合 得 到 的 算 符Ψｊｋ．当Ｎ 为 奇 数 时，由（２７）式 可 知，作 用 于ｐ －形 式 场 时，也 只 可 能 生 成

（ｐ＋１）、（ｐ－１）与ｑ次的微分形式，相应的操作集合分别为

Ｓｐ＋１ ＝ ｛σＰ２Ｏｊ１Ｐｋ１１｝，Ｓｐ－１ ＝ ｛σＰ１２１Ｏｊ２Ｐｋ１１｝，Ｓｑ ＝ ｛σＰ２１２Ｏｊ１Ｐｋ１１，σＰ１Ｏｊ２Ｐｋ１１｝． （４０）

（４０）式表明，任意奇数个基本算符Ｐ１ 与Ｐ２ 的组合不可能得到单位算符，并且，生成ｑ－形式的２个组合操作并不是彼此互易

的，这点不同于生成ｐ次形式的２个组合算符．在（３９）式与（４０）式中，已要求所有的组合操作含基本算符的总数必须为Ｎ；如

前 所述，组合操作中不出现Ｐ１１ 或仅存在Ｐｋ１１（Ｐ１Ｐｋ１１）时σ＝１，其余情形σ＝１与σ＝（－１）ｎ－１ 同时存在；Ｓｑ＋１、Ｓｑ－１ 与Ｓｑ 集

合中的操作分别与集合Ｓｐ－１、Ｓｐ＋１ 以及Ｓｐ 中的操作互为霍奇对偶．即，霍奇星算子与外微分算符的所有非零组合作用于ｐ次

微分形式时，仅能生成３种有实质区别的微分形式．由于Ｐ１１ 仅有可能改变微分形式场的符号，为了构造有本质差别的各种微

分形式，如（３８）式所示，完全可以去掉以上集合中的所有Ｐｋ１１ 操作与符号系数σ．
类似于（１３）式中线性算符Ψｊｋ 的构造过程，同样，在２个 组 合 参 数α１ 与α２ 的 帮 助 下，由 生 成ｑ次 微 分 形 式 的２个 操 作

Ｐ２１２Ｏｊ１ 与Ｐ１Ｏｋ２ 的线性组合可以得到一个更为普适的算符Φｊｋ ＝Φｊｋ（α１，α２），定义为

Φｊｋ ＝α１Ｐ２１２Ｏｊ１＋α２Ｐ１Ｏｋ２ ＝Ｐ１Ψｊ＋１，ｋ（ｃ１α１，α２）． （４１）

由此可见，算符Φｊｋ 与Ψｊｋ 二者并不是完全孤立的，前者恰好是后者的霍奇对偶，这样，经过算符Ｐ１ 的作用，Ψｊｋ 也能够表示为

Φｊｋ 的霍奇对偶，即Ψｊｋ ＝Ｐ１Φｊ－１，ｋ（γ１，ｃ１γ２）．显然，当ｊ１，２，ｋ１，２１时，［Φｊ１ｋ１
，Φｊ２ｋ２

］＝０；当ｊ，ｋ为正整数时，借助（３３）式，

不难发现，算符Φｊｋ 还有如下性质

Φ２　ｍｊｋ ＝ （α１α２）ｍ（Ｏｍａ
１ ＋Ｏｍａ

２ ）＝Ψｍ
ａａ（α１α２，α１α２），Φ２　ｍ＋１ｊｋ ＝ （α１α２）ｍΦｍａ＋ｊ，ｍａ＋ｋ， （４２）

上式中，ａ＝ｊ＋ｋ＋１；应用（３４）式，又能导出Φｊｋ 与Ψｊｋ 彼此之间的作用关系．由（４２）式可知，依次经由偶数Φｊｋ 个的作用，

ｐ次微分形式的次仍然保持不变，而此时的Φｊｋ 可由算符Ψｊｋ 囊括；只有奇数个Φｊｋ 的连续操作才能生成ｑ－形式，这样，生成

ｑ次微分形式的更一般算符应该是Φｊｋ．
结束本节之前，为了简单说明（３９）式与（４０）式的应用，具体来看（２８）式中的４个基本算符的组合，它们作用于ｐ次微分形
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式场时，生成ｐ－形式的操作集合是｛Ｐ２１１，Ｏ１，Ｏ２｝，生成（ｑ－１）与（ｑ＋１）次形式的操作分别为（－１）τ（ｎ－１）与（－１）τ（ｎ－１）Ｐ２１Ｐ１１．
而对于（２９）式中５个基本算符的组合，只可能生成（ｐ－１）、（ｐ＋１）与ｑ次３种微分形式，生成前２种的所有操作集合分别为

｛（－１）τ（ｎ－１）Ｐ１２１Ｐ１１｝与｛（－１）τ（ｎ－１）Ｐ２Ｐ２１１，Ｐ２Ｏ１｝，生成ｑ－形式的所有算符依次为Ｐ１Ｐ２１１，Ｐ１Ｏ２ 与（－１）τ（ｎ－１）Ｐ２１２Ｐ１１．这些操

作可由表１进一步简化．

３　应用举例

作为上述一般理论的应用，具体考虑４个及以下 （Ｎ ４）基本算符Ｐ１ 与Ｐ２ 的所有组合操作分别作用于ｐ－形式与（ｐ－

１）－形式Ｂ 而如何生成次相同的微分形式场．
首先，寻找一般情形下的所有组合操作．当组合操作含基本算符的个数不大于４个时，它们作用于ｐ－形式场Ａ，由 （３９）式

与（４０）式可知，能够生成（ｑ－１）、ｐ与（ｑ＋１）－形式的操作只能是基本算符总数Ｎ ＝２，４的组合操作，分别形成如下３个集合

Ｗｑ－１ ＝ ｛Ｐ１２，ｃ１Ｐ１２，ｃ２Ｐ１２｝，Ｗｐ ＝ ｛ｃ１１，１，Ｏ１，Ｏ２｝，Ｗｑ＋１ ＝ ｛Ｐ２１，ｃ１Ｐ２１，ｃ２Ｐ２１｝； （４３）

Ｎ ＝１，３的组合算符能够生成（ｐ－１）、ｑ与（ｐ＋１）次形式，它们构成的集合依次为

Ｗｐ－１ ＝ ｛Ｐ１２１｝，Ｗｑ ＝ ｛Ｐ１，ｃ１Ｐ１，Ｐ２１２｝，Ｗｐ＋１ ＝ ｛Ｐ２，ｃ１Ｐ２，ｃ２Ｐ２｝． （４４）

如果忽略所有的符号差异，由上述（４３）式与（４４）式 不 难 发 现，Ｎ ４的 所 有 操 作 中 真 正 独 立 的 量 只 有 单 位 算 符１，Ｐ１２，Ｐ２１，

Ｏ１，Ｏ２，Ｐ１，Ｐ１，Ｐ１２１ 与Ｐ２１２ 等９个，而不是上述更一般情形下的１７个．
其次，在（４３）式与（４４）式的帮助下，讨论经由各类算符作用于ｐ－形式Ａ 与（ｐ－１）－形式Ｂ 后得到的所有次相同的微分形

式 场，只能有如下４种情况：１）同为 （ｐ－１）－形式场．作用于Ａ与Ｂ的操作集合分别为Ｗｐ－１ 与Ｗｐ（ｐ→ｐ－１）；２）同为ｐ－形

式场．作用于Ａ 与Ｂ 的操作集合分别为Ｗｐ 与Ｗｐ＋１（ｐ→ｐ－１）；３）同为ｑ－形式场．作用于Ａ 与Ｂ 的操作集合分别为Ｗｑ 与

Ｗｑ－１（ｐ→ｐ－１）；４）同为 （ｑ＋１）－形式场．作用于Ａ与Ｂ的操作集合分别为Ｗｑ＋１ 与Ｗｑ（ｐ→ｐ－１）．以上出现的 （ｐ→ｐ－
１）表示把集合中含ｃ１ 与ｃ２ 操作的这２个参数中的ｐ替换成（ｐ－１），相应地，ｑ需要替换成（ｑ＋１）．

再次，分析如何由２个微分形式的线性组合来构造电磁理论的麦克斯韦方程组．当ｐ＝２时，对于２－形式Ａ（２）以及１－形

式Ｂ（１）与Ｊ（１），经上述算符作用后得到的全部有实质性差异的（ｎ－１）次形式只可能为（已经忽略符号差异）Ｐ２１Ａ（２），Ｐ１Ｂ（１），

Ｐ２１２Ｂ（１），Ｐ１Ｊ（１）与Ｐ２１２Ｊ（１）５个．具体考虑取这５个（ｎ－１）次形式中的任意２个的线性组合来构造含Ａ（２），Ｂ（１）与Ｊ（１）中的任

意２个的方程．一种可行的处理方式是，先从５个（ｎ－１）次形式中任意选取含Ａ（２），Ｂ（１）与Ｊ（１）的３个量归为一组，总共有４组：

（ａ）Ｐ２１Ａ（２），Ｐ２１２Ｂ（１） 与 Ｐ１Ｊ（１）；（ｂ）Ｐ２１Ａ（２），Ｐ１Ｂ（１） 与 Ｐ２１２Ｊ（１）；（ｃ）Ｐ２１Ａ（２），Ｐ１Ｂ（１） 与 Ｐ１Ｊ（１）；（ｄ）Ｐ２１Ａ（２），Ｐ２１２Ｂ（１） 与

Ｐ２１２Ｊ（１）．然后，由每组的３个量中任选２个进行线性组合来构造方程．显然，（ａ）组与（ｂ）组完全等价，因为Ｂ（１）与Ｊ（１）互换有

不变性；在（ｃ）组与（ｄ）组中，由于Ｂ（１） 与Ｊ（１） 在 形 式 上 的 等 价 性，完 全 可 以 排 除（Ｐ１Ｂ（１），Ｐ１Ｊ（１））与（Ｐ２１２Ｂ（１），Ｐ２１２Ｊ（１））这

２对 平庸组合，并且，（Ｐ２１Ａ（２），Ｐ１Ｂ（１））与（Ｐ２１Ａ（２），Ｐ１Ｊ（１））２对以及（Ｐ２１Ａ（２），Ｐ２１２Ｂ（１））与（Ｐ２１Ａ（２），Ｐ２１２Ｊ（１））２对 的 各 自 线

性组合实质上分别等同，这样，相当于（ｃ）组中仅能从（Ｐ２１Ａ（２），Ｐ１Ｂ（１））与（Ｐ２１Ａ（２），Ｐ１Ｊ（１））的组合任取其一，同样，（ｄ）组中

也只能选取（Ｐ２１Ａ（２），Ｐ２１２Ｂ（１））与（Ｐ２１Ａ（２），Ｐ２１２Ｊ（１））的组合中的一种，但不管怎样，这些组合均可由（ａ）或（ｂ）覆盖，故可以

不予考虑（ｃ）与（ｄ）．通过（ａ）中３个量彼此配对得到（Ｐ２１Ａ（２），Ｐ１Ｊ（１）），（Ｐ２１Ａ（２），Ｐ２１２Ｂ（１））与（Ｐ１Ｊ（１），Ｐ２１２Ｂ（１））３对，由各自

的线性组合依次构造如下３个方程

ｄ＊Ａ（２）＝λ１＊Ｊ（１），Ａ（２）＝λ２ｄＢ（１），ｄ＊ｄＢ（１）＝λ３＊Ｊ（１）， （４５）

上式中，λ１，λ２ 与λ３ 为常量．若Ｂ（１）与Ｊ（１）互换，便是（ｂ）给出的结果．需要注意的是，（４５）式中３个方程是彼此独立的．不妨让

１－形式Ｂ（１）与Ｊ（１）分别理解为电磁矢势与流，（４５）式中第一个方程正是大家熟知的由微分形式描述的麦克斯韦方程组的２个

成员之一；第２个方程可用来定义２阶反对称电磁张量，用微分算符作用一次便得到另一个麦克斯韦方程；第３个方程是电磁

场的运动方程．如果需要联立（４５）式中的３个方程来自洽地描述电磁场的运动，还需要限制条件λ２＝１与λ１＝λ３，这样，确保

第２个方程给出了电磁张量Ａ（２），而第一与第３个方程完全一致，均为电磁场的运动方程．
此外，除了上述包含Ａ（２），Ｂ（１）与Ｊ（１）中任意２个混合量的组合外，还有仅包含Ｂ（１）或Ｊ（１）的线性组合，即形式上等价的

（Ｐ２１２Ｂ（１），Ｐ１Ｂ（１））与（Ｐ２１２Ｊ（１），Ｐ１Ｊ（１））２对，它们的线性组合可构造ｄ＊ｄＢ（１）＝λ４＊Ｂ（１）与ｄ＊ｄＪ（１）＝λ５＊Ｊ（１）这２个方程，

这里λ２ 与λ３ 为常量，应用（１５）式中第２个方程，有

λ４Ｂμ（１）＝２ν［μＢν］（１），λ５Ｊμ（１）＝２ν［μＪν］（１）． （４６）

如果能把Ｂ（１）与Ｊ（１）求解出来，也许可以得到一类特殊的矢量场．综合可得，从纯数学的角度来看，如果通过５个（ｎ－１）次形

式Ｐ２１Ａ（２），Ｐ１Ｂ（１），Ｐ２１２Ｂ（１），Ｐ１Ｊ（１）与Ｐ２１２Ｊ（１）中任选２个进行线性组合来构造方程，考虑到Ｂ（１）与Ｊ（１）在形式上的等价性，

当要求方程含Ａ（２），Ｂ（１）与Ｊ（１）中的任意２个时，能得到（４５）式中的３个方程；当只包含三者之一时，只能得到（４６）式给出的

２个方程．若Ｂ（１）与Ｊ（１）互换，（４５）式又可给出其余的混合Ａ（２），Ｂ（１）与Ｊ（１）任意二者的３个方程，但不管怎样，所有这些方程

在形式上都可归入（４５）式中的３个方程，由此可知，这３个方程在某种意义上来说是唯一的，而它们的联合能够完整地描述电
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磁场的麦克斯韦方程．

４　结　论

全面系统地探讨了 Ｈｏｄｇｅ星算子＊与外微分算符ｄ（分别记为基本算符Ｐ１ 与Ｐ２）作用于任意微分形式场的一般组合规

律．首先，找到了２个能够保持微分形式场的次不变的最少组合算符Ｏ１ 与Ｏ２，它们作用于任意微分形式的结果分别由（１１）式

与（１２）式给出，二 者 有（１４）式 中 的 相 互 关 系，基 于 它 们 的 线 性 叠 加 又 可 构 造 出（１３）式 中 的 算 符Ψｊｋ，它 可 覆 盖Ｌａｐｌａｃｅ－ｄｅ

Ｒｈａｍ算子以及平直时空的达朗贝尔算子．其次，考虑了任意Ｎ 个基本算符Ｐ１ 与Ｐ２ 的组合，当Ｎ 为偶数或奇数时，每种情形

下的所有（２　Ｎ－１）个非零且独立的操作始终可分别表示成 （２６）式与（２７）式中由Ｐ１，Ｐ２，Ｐ１１，Ｐ１２ 与Ｐ２１ 等５个算符（这些算

符 之间的相互作用关系参见表１）给出的统一形式Ｕ１０，Ｕ２０，Ｕ２１ 与Ｕ３１；若忽略算子Ｐ１１ 可能带来的符号差异，全部有实质性区

别的独立操作只能是（３１）式中的Ｘ１，Ｘ２，Ｙ１ 与Ｙ２．它们的所有相互作用关系由（３２）～ （３６）式给出．再次，依照全部非零且形

式上完全独立的组合算符作用于任意ｐ－形式场时对微分形式的次的影响，对它们进行了分类，当基本算符的个数Ｎ 为偶数

时，组合操作只可能生成 （ｑ－１），ｐ与（ｑ＋１）次的微分形式场，对应于（３９）式中的操作集合；当Ｎ 为奇数时，也仅能生成分别

为 （ｐ－１），ｑ与（ｐ＋１）次的微分形式，相应的操作集合由（４０）式给出，由生成ｑ－形式的２个操作的线性组合又可得到（４１）式

中 的更为一般的算符Φｊｋ．最后，作为一个例子，详细分析了如何把所有基本算符个数满足１Ｎ４的操作应用到（ｐ－１）－形

式与ｐ－形式场来生成次相同的微分形式，特别地，当ｐ＝２时，作用于１与２次形式时生成的所有独立的（ｎ－１）次形式足够

用来描述电磁场的麦克斯韦方程组．
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