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摘 要 ：基于离散完整系统的差分 Euler — Lagnmge方 程 ，研 究 离 散 完 整 力 学 系 统 的 M e i对称性共形不变性  

和 守 恒 量 .提出了该系统 M ei对称性共形不变性的定义和确定方程.结合规范函数和共形因子，得到在无限小单参  

数点变换群作用下系统的共形不变性导致的守恒量形式.举例说明结果的应用.
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力学系统的对称性问题一直备受关注[1] •通过对称性可以探求系统的守恒量• Noether[2]和 L u tzk y™  

揭示了对称性和守恒量之间的关系.共形不变性是建立在标度不变性、平移不变性、转动不变性和短程相互 

作用基础之上的一种对称性理论.作为一类重要的对称性理论，共形不变性是寻求守恒量的现代方法. 

1997年 ，俄国学者Galm llm等人[4]在特殊无限小参数变换下研究了 B irk h o ff系统的共形不变性，讨论了共 

形不变性与L le 对称性之间的关系，并导出了 Noether守恒量.目前，有两种主要的共形不变性：一种是Ue 

对称性共形不变性；另一种是Me l对称性共形不变性. U e 对称性共形不变性是比较常见的共形不变性，这 

种不变性要求系统的解不但要满足共形不变性判定方程，同时也要满足U e 对称性条件[5_9].共形不变性和 

U e 对称性通过引人的共形因子联系起来，共形因子是共形不变性同时等价于L l e 对称性的充要条件. M el 

对称性共形不变性不同于U e 对称性共形不变性，系统的解在一定条件下要满足共形不变性的条件，同时也 

要满足M e l对称性判定方程[1°_12].虽然共形因子都是联系共形不变性和U e 对称性、共形不变性和Mel对 

称性的桥梁，但是这两种对称性理论是探究系统方程解的两条不同的路径，需要满足不同的条件才能实现 

对系统更多守恒量的探究.

由离散差分方程描述的力学系统更接近研究对象的实际情况，更能真实地反映系统的运动规律.而对 

于差分方程的可积性问题也因为计算机可视化、量子场论、数学物理、经济学等领域的迫切需求而显得尤为 

重要.长期以来，离散动力学系统的差分方程形式和积分理论获得了持续的发展[13̂ 16]. M e l对 称 性 （形式 

不变性）[17]是一种新的对称性理论，是基于运动微分方程中的函数在无限小变换下仍然满足原方程的一种 

不变性质.连续系统的M e l对称性理论取得了充分的的发展[1].鉴于离散力学系统的积分理论的重要性， 

差分系统的M e l对称性理论也开始发展起来.施沈阳[18]研究了离散完整系统的M e l对称性和守恒量.文献 

[16]研究了带有非保守约束的离散动力学系统的M e l对称性和守恒量.离散系统的Mel对称性理论为探求 

离散系统的物理性质提供了一条重要的途径.文献[19]首次把共形不变性理论推广到离散动力学，研究了 

离散完整系统的M e l对称性共形不变性.在此基础上，本文进一步研究完整约束力学系统的共形不变性. 

给出离散 Lagrange系统的M e l对称性共形不变性导致守恒量的条件，最后给出例子说明结果的应用.
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1 离散完整系统的动力学方程

考虑序列 G ，g)在空间2 上 ，力学系统坐标由独立变量z和非独立变量g =  ( ^ ，办，…，g„)组成.在离散 

变量空间中，离散变量形式为（f ，f ，f+ ，f++，…，疒 ， 的情况，每个离散节点之间的间距为/! >  

〇(广义变量 g 方向），即网格长度.左右离散移位算符和左右离散微分算分别为

S =  =  V  ^,DS, S =  e-hD =
+h ^  ^  ! _h

(-hrs\ Ds. ( 1 )

D =
S

h

S - l
+k

h i -1
D\ ( 2 )

算 符 S ，S ，D 和D 满足关系式D 二 D S 和D 二 D S .
+k —k +k —h +k —k +k —h +k —k

对于 离 散 的 变 量 ( f 山 f ，… ，g—，<?，<?+，<?++，… ），令 心 = D ( & ) 二 Qs qx ̂ 则对 g 的 全 导 数 可 表 亦
+k h

为

d q l
d

3q1
d

3q1
(3)

即动力学系统的离散E u ler算 子 .令 圮 = 士 一D ( 士 ），算子⑶作用在系统 Lagrange函数上，离散保守
dq. -h \ d q s,t )

动力学系统方程可表示为

E f (L ,) =  0. (4)

函数L  =  L力 ，gs，fs,,)为有限差分Lagrange函数.如果系统受到离散的非势广义约束力Q u ，则完整力 

学系统的有限差分方程为

Qs，d ,

称之为均匀网格下的完整约束系统的广义差分方程.

(5)

2 离散完整系统的M ei对称性共形不变性

在探寻动力学系统的守恒量过程中，梅凤翔先生给出了具有重要意义的M e l对称性概念[17]. Mel对称 

性是运动微分方程中函数(如Lagrange函数、非势广义力、广义约束力等)在无限小变换下的不变性.下面我 

们引人独立变量 z 和非独立变量g 的变化形式

t * = t -\- , q ,q ) , q * s(t * ) = qs + erjs(t ,q ,q ) , (6)

其中，̂ 是无限小参数，6,巾为无限小生成元.离散动力学系统的Mel对称性理论近年来取得了一定的进 

展[19’2°].对于离散完整系统，在无限小变换（6)下 ，忽略高阶无穷小项，可以得到离散完整系统的Mel对称 

性共形不变性判定方程

E j  {  p r X  ( L d  )  } —  P r X  ( . Q s , d )  \ 《 (.Ld ) — Qs d — 0 =  0  ’ ( 7 )

其中 S S

P r X

是变量（r，g) 和无限小生成元 f  = 

形式.

dt / dqs dt Vs - + t
d

dqt

，9 )、々s = s々(f ，9 )、6+ = 6(f+ ’9+ )和 ^々

( 8 )

& 0 + ，9+)的向量差分

定义 1 对于离散完整力学系统的方程（5)，如 果 存 在 非 奇 异 矩 阵 满 足

E ds {prx(L d)} - p rX(Qs,d) =  M id{E f (L d) - Qs,d}, (9)

则方程(5)在无限小单参数点变换(6)下是 M e l对称性共形不变的.方程（9)是系统的 Mel对称性共形不变 

性的确定方程.其中M L 是共形因子.

定理 1 对于离散的Lagrange函数 L j =  ，gs,,)，如果无限小生成元 f 和 ％满足



20 河南师范大学学报（自然科学版） 2017 年

| PrX (.^d )   -MLj -|- C<pd ,

\prX (Qs，d) 二 MQS，d，
则方程（5)是 M e l对称性共形不变的.其中C 和 M 是常量，函 数 料 二 @ ( r，r+).

证明 欧拉算子作用在函数料 二 料 0，〖+ )上 ，有

— 0.

由方程（9)〜（11)可得

E f { p rX( L d ) }  —  p rX( Qs，d ) =  M E f ( L d ) + C E f ( ? d ) — MQs，d =  

M E f (L j ) — M Q j .j  =  — Qk,d} ，s ， k =  \ ，… ，n ,

其中， = 次M ，次 = f 1’5 — & 因此方程（1)是 称 性 共 形 不 变 的 .
|0,5 7^ k.

定理 2 如果离散完整系统是M ei对称性共形不变的，那么也是M ei对称的.

证 明 将 方 程 （5)带人到（12)式 ，可得 M ei对称性判定方程

{Ef^prX (L j)] — prX^Qs.d^} \̂ ds^d>-Qs,d-〇 ~  M kS,d{Ef (Ld) — Qs, <； } | <  (1̂ )—Qs' -。=  〇 _

证毕.

3 完整系统的离散 Noether定理

( 10 )

( 1 1 )

( 12)

(13)

大量的文献研究了对称性和守恒量之间的关系. Noether对称性理论被广泛应用于经典力学[2̂ 21]和场 

论中[2̂ ].离散系统的共形不变性可以用来寻找离散系统的守恒量对于M el对称性共形不变性，可以通 

过 Noether定理来获得守恒量.根据Noether定理的内容，在有限或连续的变群下变量变分保持对称性， 

则会存在 a 个线性关系.这个定理的特点是:对称性和守恒量具有一一对应关系.对于完整力学系统，等式

p rX(L d) + L d D (.〇 + QsA r j ~ D (.qs,d)〇 + D (Gds)
+h ' +h +h

， 3Ld 1 h 9Ld + D (gs,d)Qs,d - D (L d)'

dt
+  $L d +  Gf

成立.这里 L 二 L力 ，心，仏，,）二 I^ ( r，r+ ，‘）.如果（14)式左端为0，即

p rX( L d ) +  L d D ( 0  +  Qs,d(v -  D ( qs,d ) 0  +  D ( G ^ )  =  0,
+h ' +h +h

则称为系统的Noether等式.右端为0,则有

,3Ld 1 h dLd + D (qs,d)Qs,d - D (L d)'
i t  m 3qs h+ dqs +  Qs„

也称之为系统的广义极值方程.则系统有离散的守恒量形式如下

St hr
d<h

+  h f Gf \— 0.

即

hr
dqs dt

差分方程（18)称之为系统的Noether守恒量的离散形式.

h~ ^ +  $Ld +  Gf =  const.

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

定理3 对于满足共形因子的无限小生成元或者是生成元向量，# ，如 果 存 在规范函数 ^二 G f(r， 

仏，‘）满足离散N oether等 式 （15)，那么离散方程（5 )导致守恒量（18)式成立.

对于离散的完整系统，离散 Noether定理给出了系统的对称性导致守恒量的条件.这个条件说明了不 

是所有的对称性都能导致守恒量的原因.

4 例 子

般完整系统的离散Lagrange函数为
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系统受到约束力为

L d 1 /qt — qi \ 
2 ( 0

+
1 q t —

h

2
(19)

取无限小生成元向量

f O w (Qi +
9 1、2

1 ^ ) (20)

[.Q2, J t+ .

一 2t ? 二 ， rji :— Q_2 ? (21)

: 1 , 二 〇， rji 二 (22)

: 〇， 二 〇，
， 二~ Q_2 ? (23)

二 1 , 二 〇， 孕二二〇. (24)

生成元向量（21)〜（24)式满足确定方程（9 ) .因此（21)〜（24)式是 皿 ^对 称 性 的 . 存在规范函数G f 二

^ ( r，r+ ，& ，‘）和无限小生成元匕彳，或 者 对 称 性 算 子 满 足 Noether等 式 （15)，则有守恒量

h
(<?i — 6 ) 丄仍（办 — 6 )  — + /qi — qi

h h h i (宁 ) 2 — 叫 中 )2 + 況

对于（21)式 ，有 

因此

h  二 q2 7 q2 + L j  +  r =  const, 
h

T qi —  q~2 ,h = —— ；---= const，
h

I4 — t — const.

p rx ( l^ d)   2L j  一 心 +，

l{p rX(L d)} =  E f (2L , - 4 r+2) =  2E f (L ,) ^ M idE ds(L d) =  0,

所以系统是M e l对称性也是M e l对 称 性 共 形 不 变 的 . 共 形 因 子 为 二 2次M  

由（15)式可得

const, (25) 

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

- it++ D (G) =  0, G =  2t+2 - 2 ht+ . (31)
+k

从守恒量形式（18)式 ，可得（25 )式 的 而 生 成 元 向 量 （22)〜（24)式不满足Mel对称性共形不变性 

判定方程（7).

守 恒 量 （25)〜(28)式是离散版本的守恒量.这提供了一种构造保守系统的差分守恒量的方法，这种方 

法对于构造系统的数值算法也非常有意义. 对于离散系统的共形不变性，通 过 Noether定理寻找离散的不 

变量并非易事，特别对于非线性的系统就更加困难.通过共形不变性寻找守恒量的困难在于：生成元向量 

不仅要满足Noether等式还要满足共形不变性判定方程.

5 结 论

本文给出了离散完整系统的M e i对称性共形不变性.提供了一种寻找离散系统守恒量的新方法.离散 

完整系统M e l对称性共形不变性不总是能导致守恒量.本文给出了 Mel对称性共形不变性导致守恒量的条 

件，即：生成元向量不仅要满足Noether等式还要满足M e l对称性共形不变性判定方程.
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Conformal Invariance of Mei Symmetry for Discrete Holonomic Systems
Xia Lili1，2 ， Zhang Wei1

(1. College of Mechaniacl Engineering, Beijing University of Technology, Beijing 100124»China；

2. College of Physical and Electronic Engineering » Henan Institute of Finance and Banking, Zhengzhou 450046, China)

A b stra c t： Based the difference Euler-Lagrange equations on regular lattices, the conformal invariance of the Mei symme
try and the conserved quantities are investigated for discrete holonomic systems. The conformal invariance of the Mei symmetry 

is defined for the discrete holonomic systems. The criterion equations and the determining equations are proposed. The con
served quantities of the systems are derived from the structure equation governing the gauge function. An example is given to il
lustrate the application of the results.

K eyw o rd s： discrete Noether theorem； the conformal invariance of the Mei symmetry； conserved quantity
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