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摘 要：主要讨论了一类被捕食者带扰动项且具有常数率收获的时滞捕食被捕食系统的triple zero分支问题． 

首先得到了系统的平衡点是triple zero奇点的存在条件，随后将原系统开拆标准型的计算转化为一个新系统的四重 

零分支标准型问题，通过推广应用时滞微分方程的中心流形定理和标准型约化理论，推导出了原系统的triple zero分 

支的开拆标准型． 
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捕食被捕食模型的鞍 一结点分支、Hopf分支、全局稳定性等性质已得到了较多的研究(见文献[1—4])， 

但是对时滞捕食系统的triple zero分支问题的研究较少．文献[5]已分析了系统 戈=F(x(t)， (t一1)， )在 

原点处的三重零奇点分支问题，其中 ∈R 是一个参数向量， ∈R ，F(0， )=0，即对于所有原点附近的 

，通过使用中心流形定理和标准型理论，已推导出了具体的开拆标准型(三维常微分方程)．若文献[6]中 

的系统不满足F(0， )=0，则文献[5]所推导的公式将不能直接应用，文献[6]给出了所提出系统的Bog— 

danvo—Takens(B—T)分支标准型的计算．文献[7]研究了带有非单调功能反应函数的时滞 Leslie-Gower捕食被 

捕食模型的 B．T分支问题，通过把原系统的B．T分支问题转化为一个新系统的三重零分支问题，推导出了原 

系统的 B．T分支标准型．这些已有的工作基础启发我们考虑如下系统 

：  f 1一 1一 一无， =syf 1一 1 (1) ＼ ， ay十 
一 ，n ＼ Lt一 ～ m 

的triple zero奇点的存在性以及相应的开拆标准型． 和Y分别表示被捕食者和捕食者的种群密度，参数 r， 

， ，A，历， ， ，b， 均为正常数，其生物学意义可以参看文献[8—10]．当而=h= =0，文献[8]研究了系 

统(1)的全局稳定性和极限环的唯一性．当 =0时，文献[9]分析了系统(1)各种依赖于原始参数的分支现 

象，如 Hopf分支、后向分支、B—T分支等．文献[10]主要讨论了系统(1)的 B—T分支． 

1 triple zero分支的存在性 

接下来，开始讨论系统(1)的triple zero分支存在性．为计算简便 ，首先令X= 一丽，Y=y，则系统(1)可 

以化为(仍然用 ，Y来分别表示X，y) 

_r( ( 一 )一 ( 一 )． (2) 

令下=re,i： ( )： K ，y( )= ： ，则系统(2)可化为下面的时滞微分动力系统(仍然用x,y,t来 
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分 别表 不 X， ，t) 

= ( + 1一 —m)一 
a 

=  (卢一警t 1／， (3) 十 、 l — J 

其中m=詈，口=Ar ， = ，卢= ， =争． 
经计算知当 

(H1)0<m< (1一 )， = 。=÷( 一1)。+卫a[3+l成立时，P =( ，y+)是系统(3) 

的唯一一个内部正平衡点，其中 =一 ( +2m一1)，)，+= +．然后将系统(3)在平衡点P+处进 
行线性化，可得如下线性系统 

=all (t)+a12y( )， y=西B (t— )一8fly(t一 )， (4) 

其中 =南 ，。 =一 } ， 且系统(4)对应的特征方程为 A) = + 
[ e_̂T一 0． 

明显地，如果，(0)=o， (0)=0， (。)≠0成立，即6=志 ， ≠ 昼 ，则A=0是二 
重特征值(与其对应的 B-T分支已经在文献[10]中被研究过)；如果 F(0)=0，F (0)=0，F”(0)=0， 

(0)≠0成立，即 

(H2) = = ，丁=丁。= 旦 — ， 一 

则 A=0是三重特征值． 

当7I≠0时，将 A= + i( ≠0)代入方程 F(A)=0且分离实部和虚部，消去方程组中的三角函数 

可得 

[( +1) 一2B(at~+1) +( +1) +卢 】e 一 =0． (5) 

因为a， ，∞均为正常数，因此当 =0时，得( +1) ∞ ≠0，与方程(5)矛盾．所以特征方程没有纯虚根．故 

得如下定理． 

定理 1 若f H1)和f H2)成寺．则系统(3)在平衡 点P。处经历 tfiple zero分 支． 

2 Triple zero分支规范型 

首先，通过变换 t=Tt，系统(3)可化简为(仍然用 t来表示 ) 

= 丁(( +酬1一 —m)一 一 )， =TSy(fl一 )． (6) 
然后开始计算系统(6)在正平衡点P。处的开拆标准型．令 h=h。+ 。，f=丁。+ ，6=6。+ ，其中 

= ( ， ， ，)充分小，则系统(6)变为 

r‘丁。 ( 州 一)一 )’ (7) 
【 =( 。+ ：)(6。+ )y(卢一 詈t-_ )． 

显然，由于 的存在，P 不再是系统(7)的平衡点．因此，计算系统(6)在P 处的规范型等价于计算系统 

』(7)， (8) 
1= 0 

在 ( ，Y ，0)处的四重零根分支的规范型．接下来把参数 。和变量 ，Y同等看待．对于系统(8)，令 = — 

，Y=Y—Y ，／-I． ： ，并且把X，Y仍记为 ，Y，然后泰勒展开得 
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，丘  

=Lo( )+L1( 2，tz3) +F(zt， 2， 3)， 

其中 ：( ( )， (f)， 1) ，z(t+ )= ( )， =( 1， ， 1) ∈c。
， 

- 1 )1]， 。( )=丁oI 6。 (一1)一 oJ即：( 1， 0 
L1( 2， 3) = 

F( ， 2， 3)= 

k．： 

2 a11 l(0)+口12 2(0)一 1) 

2(6off 。(一1)一6ofl~2(一1))+ 

rol~s( f(一1)一 2(一1)) 

0 

0(后。 (0)+ ： (o) (0)+ 3 ；(0))+h．D．t． 

ro6o[k (一1)+ 5 (一1) (0)+k (一1)． 

2(一1)+后7 2(一1) 2(0)]+h．o．t． 

0 

： 

(q +1) [(2m一1)( p+1)+ ]’ 

望 
( +1) [(2m一1)( +1)+ ]’ 

(9) 

= 一 — — — — — _  — — —  丝———————— — 一  

( +1) [(2m一1)(aB+1)+ ]’ 

Ji} = 2fl
1

2

)

((afl +
+

1 ) 
， 

k5 一 暑 ， 
=  

2

1

()aft
( 

+1 ) 
． 

系统(9)的在零解处的线性系统为 ( )=Lo( )，且其对应线性系统的特征矩阵为 

≯A毋 ) ， 
然后，根据文献[5，7]中的方法，可以得到如下引理． 

引理1 P和它的对偶空间 P 的基有如下的表达式：P =span ， ( )=( 。( )
， ( )， ，( )， 

( ))，P span~P， s)=( s)， (s)， ，(s)，4(s))，其中 ( )=u。∈R ／{o}， ：( )=U2+ 

“ ， ，( )： ，+钆z+ 02 
， ( )=n + “，+ + u。 ，u ， ∈ ， (s)= 一 +奇，一 

， z(s)= 一s ，+ ， (s)= 一s ， (s)= ∈R”＼{0}， ， ， ，， ∈R 满足 

(1) △(0)M ．0， (2) △(0) z+△，(0)u _0， (3) △(0) ， (啪 。+ ，『(0)“ =0
， 

(4) △(咖  + 0) s+ ，，(0) + ，J，(0) =0， (5) T=0
， 

(6) △T(0) T+AtT( T=0， (7) zT+mtT(咖  T+ 胛(0) =0
， 

(8) +A'T( T+ 0 T+ T(0 T=0， 
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。 +，0 一 ，跏s+ 。跏：一者 。 -= 一 。 ，+扣即 一如B。 
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‘ 风 +，o 一 ，+ 跏  一 
· ， 一~v
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2

Bou4+ 1 
。 ， 一 

1
：跏  + + 

一  

，‰ s+ ， z一 ，跏 。一 跏  + 即 ，一 即
：+ 。：。，其 。为三 

f，O 0 0、 

阶单位矩阵，B。=J 一1 0 l 
0 0 0 

f +譬 +譬 ] 
( 1)卢譬( -2 +2) 枷_3)『， l

。 。 。 
一  J 

1lr(0)= 

l7 
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0 — (塑 ± 

令 元=(z z z ) 且 = U43， = ， ∈R ，则系统(9)可以分解成 

(11) 

拙 ，． ．毒  。 一  ，

=厩 + (0)[厶( z， 。)( +夕)+F( 元+夕， ：
， 3)]， (12) 系统(1

2)的泰勒展开式为 一 ⋯ ～ 

(0)[ 】( 2， 3)(中面+夕)+F( +于
， 2 ， ，)]： 

其中 ( =1，2)表示度为 ，变量为(面
，夕， ：， ，)，且系数属于R 

6个实变量z-，z ，z，， ， ：， ，，且度为 的齐次多项式的线性空间
． 

子，其值域也在同一空间： 

荟 ( )， (13) 
×ker7r的齐次多项式．用 (R )来表示有 

对于 ≥2， 表示定义域为 (R )的算 

一  ⋯  

) 
． 

： ， 3)=D~p(Yc， ，I．t~)BYc一却( ， ， 3)，p( 
， 2， 3)∈ (R )． (14) 应用文献[11]中的变量的连

续变换理论，系统(12)可化为如下的规 一 一 

未： + 。
， 

)+ 1
。1( ， ) 

． ， (15) 

， z ， ，)∈(Im ) ，且 表示在以前变量变换后的阶为 的项
，p 1 表示将 映 射到算子 的相

空间Im ． ～’。’ ” “ ⋯ 

由(14)式可知 (R。3)在 上的象的基为 
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幡]，[ 

(M2 ) 的基为 
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对于任意的p(面，／．L2， )∈ (R )，令 Gp=Proj( ) ，则 的值如下 

C—p=c，一P 
，
： p ={ ： 三 ： ； ’ 
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f 0 1 
G 

0 

1 2 3 I 

0 ／ 

0 

0 

l ～ 
一  

0 

因为 = ( )舅，由(11)式可得 

，G[ 号 ]=[：喜：]，G[ 号 ]=[ 善，] 
0)=z，+ 0)=／3(z 一z：+z，一扣)， 一1)=z 一z + ，一 ， 

由(9)、(11)和(13)式可得 

( ， = 

-1)=／3( 2 5
， 一 )． 

： + 
35( + ) 

z 一}詈 z一 
3 5( +1)2 

s ， + 2 +
3 5( +1) 

， 

一  

2( +1) z 
s + ， z + 

2( +1) 
一  
2( +1) 

， 

一 2( +1)2z ，+ ， z+2( +1) z 一2( +1) ， 

0 

+ 

(16) 

其中 = = = =一 = ， = 

229aB+280 
一

—  一  

H 
盟 盥 盟 ：

一  

．。， ：一18ti p0 珊 17⋯ 

筹 ：一 ，m∞一 一 2(aB+1)(2(aB+1) m—a2B +aB 一2aB一1 
m 一  = ，p0-(2m_1)( +1) 

因此，由(15)、(16)式可知 ( ，0 )=(o，0， 。 + ：应+ ，+ z， +w52"3 ，+y + z 2+ 

')／32'12"2 ，，o)T，其中 = 一2丁m21一孚， =4丁mlo一2丁mll一了m22+m3，一 ， =一2(aO+1) ， 
r4= ， r5= 4

一 (q +1) ，y =一 ， z=2mlo+m31,")／3=2m2o,')／4=一 ．因 

此由(15)式可得 

1= 2， 之= 3， 3=No+Ⅳ1 l+Nzz2+Ⅳ3 3+ 1名 + 2 ；+ 3 l 2+y4 1 3+h．0．t．， (17) 

gq~No= 1 ，ⅣJ= W1 
，Ⅳ2= +W3／z3,Ⅳ3=W4z + ，． 

由坐标变换z z 一 一z ， ，一=，，系统(17)变为 
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1

+ ， ，2 + 
， 1z，+ d 1 ，+h．o．t．． (18) 

m m 

：  ：  

m 

 ̈+ 。 一 

+ + 

：  

，=_ 
m 

 ̈ + + 

+ + 

：  



104 河南师范大学学报(自然科学版) 2017阜 

其 =Ⅳ0一筹 
一  一 一  

一  一 一  

2(a／3+ 1) 。 2 E8( +1) m+P。]。( +1) 
=： ～ "4- 

／3 ’81(2口， —q +2m+／3—1) 。’ 

4( +1) [38( +1) m+P2] 

9／3 (2am~3一q +2m+ 一1) 

19[8(0 +1) m+P3]( +1) 

l一2( +1) 3， 

81／3 (2 一q +2， +卢一1) + z+ ( +1) 

P1=一4a 卢 +4a JB 一12a + 一12a／3+卢一4， 

P2=一19a 卢。+19a 卢 一57a 卢 +13a／3 一57a／3+19／3—19， 

P3：一4a JB +4a 卢 一12a + 一12a／3+卢一4． 

由文献[12]，系统(18)可变为如下的双曲标准型 
·  

1= ， = 3， 毛= 1+占2 + 3 3+ 1 1 +A2ZlZ3一手+h·。· ·， 

其中 -=一 =一 ， A =～ =一 ． 

= ～ 8( +1) ≠0，有以下的定理． 

(19) 

定理2 挖 考虑系统(19)，保持 8，>O(或6，<O)成立．则对于临界值 ： ：=0，可得一个非退化 

的B—T分支．奇点是尖点类型，出现如下的分支曲线： 

(1)在原点处的鞍 一结点分支曲线 T：6 =0． 

(2)在平衡点(一 2J~7,一，0，o)(或( ，0，o))处的下临界(或上临界)Hopf分支曲线H： 
6．3A1A2 1一 32 2+ 1>0， 

0(61)+ ／互 1 63+D( )( 3A2—1) 
2 ——— ——— ———— —— ————  —— ———— ——— ——— 一  

63 

(3)在平衡点 ( ，0，0)(或(一 

341A2 l一 32 2+4； l>0， 

82 

(或 一  噩  
63 

，0，0))处的相斥(或吸引)同宿关联曲线 Ho ： 

o(61)+5 ／̂／l2 l8 +o(s )( 3A2—1) 

3 结束语 

7s： ( = 篙 

通过文中的分析，可以看出随着时滞捕食系统在其某个内部正平衡点处的特征方程的零特征根重数的 

增加，该系统会出现更多种类的分支现象．为了更好的了解捕食模型的性质，会进一步分析多时滞和余维数 

更高的模型的动力学性质． 
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Triple zero Bifurcation of a Delayed Ratio-dependent Holling-Tanner Predator-prey System 

Liu Xia，Chang Hongcui，Jiao Jianfeng 
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Mathematics and Information Science，Henan Normal University，Xinxiang 453007，China) 

Abstract：In this paper，the triple zero bifurcation of a delayed predator prey system with prey refuge and constant rate harves— 

ting is con8idered． Firstly，the existence conditions under which the interior equilibrium of the system is a triple zero singularity are ob— 

rained．Then．山e computational problem of the unfolding normal form of original system is transform ed to compute a quadruple zero bi— 

furcation normal form of a new system，by generalizing and applying the center manifold theorem and normal form  reduction theory of 

delay differential equations．the normal form of the triple zero bifurcation of the original system is derived． 

Keywords：predator-prey；delay；triple zero bifurcation；unfolding normal form 


