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五维最小规范超引力中渐近AdS黑洞的类Komar守恒荷

邹长利,刘惠发,彭俊金

(贵州师范大学 物理与电子科学学院,贵阳550001)

摘 要:Komar积分可以有效地定义渐近平直黑洞的质量与角动量等守恒荷,但不能用于定义渐近anti-de

Sitter(AdS)黑洞的质量.如果需要将Komar积分拓展到渐近AdS引力理论中,必须对其进行修正.一种可行的方案

就是在守恒势中引入额外的Killing矢量场的三阶导数项,得到高阶修正的Komar积分.基于该积分,本文提供了计

算五维最小规范超引力中渐近AdS黑洞的质量与角动量的又一有效方法.
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1959年,为了寻找一个定义广义相对论中引力场能量的协变性表达式,学者Komar在文献[1]中从引

力场运动方程出发构造了与Killing矢量ξμ(也可以是一般性的矢量场)相对应的一个协变性二阶反对称张

量Kμν=∇μξν-∇νξμ,由于Komar率先给出了这个张量并把它应用于引力场能量的定义,文献中通常把它

称为Komar势,它与守恒流Jμ
K 的联系可由散度方程Jμ

K =∇νKμν 表示.值得指出的是,在广义相对论框架

下,Komar流与势的存在并不是偶然的,完全可以建立在著名的诺特定理之上.事实上,遵循学者 Wald与其

合作者发展的协变相空间方法[2-4]或Barnich等学者提出的Barnich-Brandt-Compere(BBC)方法[5-8],对广

义相对论的爱因斯坦-希尔伯特作用量进行变分,也可自然地导出Komar流与势.
对势Kμν在一个封闭表面内进行积分,可得到所谓的Komar积分.由于形式上的简单性与计算过程中的

易操作性,Komar积分可以非常方便地用来计算引力理论各种时空,特别是渐近平直时空的质量与角动量

等守恒荷.但是,一旦引力理论的作用量纳入了负宇宙学常数Λ,从而允许渐近anti-deSitter(AdS)黑洞存在

时,如果把Komar积分用于计算这些黑洞的质量,不可避免地会遭遇发散性这一困境.因此,为了得到有物

理意义的结果,必须对原始的Komar势进行修正.最近,在文献[9]中,沿着文献[10-11]中构造与任意矢量

相对应的守恒流的思路,本文作者通过引入任意Killing矢量的高阶导数项,对原始的Komar势进行了一个

有效推广,进而给出了定义含宇宙学常数爱因斯坦引力中渐近AdS时空的质量与角动量的公式.因其与原

初Komar积分的高度关联性,方便起见,本文称之为类Komar积分.
为了延续类Komar积分在爱因斯坦引力中的有效性,可以考虑把它拓展到包含U(1)规范场的规范超

引力中,如五维最小规范超引力理论中渐近AdS时空.2005年,在五维最小规范超引力理论中,Chong等学

者找到了该理论的最一般非极端、渐近AdS的双转动带电黑洞解[12],在{t,r,θ,ϕ,ψ}坐标下,其时空线元可

以表述为如下形式:

ds2=-
Δθ
[(1+ℓ2r2)Σdt+2qV1

]dt
ΞaΞbΣ

+
2qV1V2

Σ +
UA2

3q2
+
Σdr2

Δr
+

Σdθ2

Δθ
+
(r2+a2)sin2θdϕ

2

Ξa
+
(r2+b2)cos2θdψ

2

Ξb

, (1)

(1)式中,变量V1 与V2 分别为
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V1=bsin2θdϕ+acos2θdψ,V2=
asin2θdϕ

Ξa
+
bcos2θdψ

Ξb

. (2)

仅与坐标θ关联的函数Δθ 以及仅与坐标r相关的函数Δr 分别记为,

Δθ =1-a2ℓ2cos2θ-b2ℓ2sin2θ,Δr =
(r2+a2)(r2+b2)(1+ℓ2r2)+2abq+q2

r2
-2m, (3)

而函数Σ 与U 有

Σ=r2+a2cos2θ+b2sin2θ,U=2(m+abqℓ2)Σ-q2. (4)
在以上各式中,积分常参量 (a,b,m,q)依次与黑洞的沿ϕ,ψ 方向角动量,质量以及电荷有关.参量(ℓ,Ξa,

Ξb)依次定义为

ℓ2=-Λ/6,Ξa =1-a2ℓ2,Ξb =1-b2ℓ2. (5)

U(1)规范场A 给定为

A=
3q(Δθdt-ΞaΞbV2

)

ΞaΞbΣ
. (6)

代入上述各表达式,可以验证度规张量gμν与规范场Aμ 精确满足如下场方程[13]

0=Rμν -
1
2gμνR+gμνΛ-2FμρFρ

ν -
1
4gμνF2æ

è
ç

ö

ø
÷ ,0=∇νFμν +

3
6ε

μαβρσFαβFρσ, (7)

在(7)式中,U(1)规范场A的2-形式场强F定义为F=dA,而五维完全反对称Levi-Civita张量εμαβρσ由delta

符号表示为 -gεμαβρσ=-5!δ
[μ
0δ

α
1δ

β
2δ

ρ
3δ

σ]
4 (对Levi-Civita张量性质的了解可以参考文献[14]).由线元(1)

描述的带电转动渐近AdS黑洞是当前在五维最小规范超引力理论中发现的最具一般属性的精确黑洞解,理
解它的几何属性与热力学性质等很具有理论价值,已有一系列文献对此开展了研究;不仅如此,由于该黑洞

拥有渐近AdS的边界结构,完全可以把它用于探讨与著名的AdS/CFT对应相关的一些性质[15].
本文拟把文献[9]中得到的定义渐近AdS时空守恒荷的高阶修正Komar积分公式用来计算由(1)式给

出的五维最小规范超引力中渐近AdS黑洞的质量与角动量,主要基于如下两个目的:其一,因超引力理论包

含物质场的Chern-Simons项,该项的存在对检验含高阶导数项修正的Komar积分公式的普适性具有参考

意义;其二,与已有的一些定义引力理论守恒荷的标准方法,比如,协变相空间方法[2-4]、BBC方法[5-8]与

Abbott-Deser-Tekin(ADT)定义[16-20]等进行比较,类Komar积分公式的结构以及与其相关的计算相对最

为简单,因此,如果证明该公式确实可行,本文将提供定义五维最小规范超引力中渐近AdS黑洞的质量与角

动量的又一简单有效方法.

1 五维最小规范超引力中渐近AdS黑洞的质量与角动量

基于文献[9]中的高阶修正类Komar积分公式,本节将计算由时空线元(1)式描述的五维最小规范超引

力中最具一般性的渐近AdS黑洞的质量与角动量.
首先,简单回顾一下文献[9]中构造类Komar积分公式的基本思路.当把原初的Komar积分[1]直接应

用于爱因斯坦引力中渐近AdS黑洞(比如,最为简单的静态球对称且渐近AdS的Schwarzschild-AdS黑洞)
的质量定义时,经过计算不难发现,由于无穷远处发散项的存在,不可能得到一个收敛值.因此,必须引入额

外的项来抵消这些发散项,同时,还需要求这些新加入的项保证结果具有物理意义.那么,究竟怎样操作呢?
受文献[10-11]启发,基于外微分理论,不妨利用微分形式把守恒流与矢量场二者均视为1-形式场,它们经

由余微分算子δ̂(也称为伴随外微分算子,co-differential),外导数d(exteriorderivative)以及物理学中常出

现的达朗贝尔算子▯(d'Alembertoperator,由协变导数∇ρ 表示为▯=∇ρ∇ρ)的共同作用(对三者的详细定

义以及有关性质的了解,尤其是外导数与霍奇星算子的组合规律,可参见文献[11,21]以及文中所引用的相

关文献),分析表明,原初的Komar流与Killing矢量之间可以建立如下关系[9-10]

JK =k1̂δdξ+k2▯ξ+k3d̂δξ, (8)

这里常参量k1 与k2 要求满足k1+(k2/2)=-1.常参量k3 可以是任意的,因为δ̂ξ=0.上式揭示:完全可以
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尝试由维持微分形式的次不变的达朗贝尔算子以及余微分算子与外导数二者的组合作用于任意Killing矢

量场来生成与之对应的守恒流.如果不断增加这些算符的数目并确保它们始终保持微分形式场的次不变,通
过线性组合,原则上可以生成任意偶数阶导数的守恒流.在此基础上,再来借助守恒流与势的经典关系,即流

可以表示成势的散度,进而得到相应的守恒势.沿着上述思路,最近,文献[9]通过引入Killing矢量场的三阶

导数项来修正原初的Komar守恒势K=dξ,得到了包含负宇宙学常数的爱因斯坦引力理论中的高阶修正的

Komar守恒势,在五维时空流形中,其表达式为

KAdS=
1
4

K -
1
2ℓ2
▯Kæ

è
ç

ö

ø
÷ , (9)

上式右边第二项为高阶修正项,该项的存在恰好可以抵消原初Komar积分在渐近AdS情形出现的发散项.
基于分量形式来表述(9)式中守恒势,得到

Kμν
AdS=

1
2
∇
[μξ

ν]+
1
2ℓ2

Rμν

ρσ
∇ρξ

σ +
1
ℓ2ξ

σ∇
[μRν]

σ
æ

è
ç

ö

ø
÷ . (10)

在守恒势的基础上,可以进一步定义引力场的守恒量.当坐标系统选为 {t,r,xi}(这里正整数i=2,3,4,t为

时间坐标,r为径向坐标)时,对推广的Komar势Kμν
AdS

在t=const与r=∞ 的三维表面上积分,得到质量与

角动量等守恒荷Q 的如下定义

Q=
1
96π∫

r→∞

Kμν
AdSεμνρσγ

dxρ∧dxσ∧dxγ. (11)

为了得到有物理意义的结果,显然,这里最低要求当径向坐标趋向于无穷大时,上述积分必须为有限值.
其次,有了上述准备,借助(11)式给出的守恒量定义,可以进一步计算渐近AdS黑洞(1)的质量与角动

量.与质量相对应的五维Killing矢量场选取为ξμ
(t)=(-1,0,0,0,0),经由冗长的计算,得到如下质量

M =
π
4

m(2Ξa +2Ξb -ΞaΞb
)+2abqℓ2(Ξa +Ξb

)

Ξ2
aΞ

2
b

. (12)

当计算沿ϕ 与ψ两个方向的角动量Jϕ 与Jψ 时,对应的Killing矢量场分别选取为ξμ
(ϕ)=ξ

μ
ϕ
与ξμ

(ψ)=ξ
μ
ψ
,代入

守恒量的定义进行计算得到

Jϕ =
π
4
2bq+2ma-bqΞa

Ξ2
aΞb

,Jψ =
π
4
2aq+2mb-aqΞb

ΞaΞ
2
b

. (13)

显然,Jϕ 与Jψ 有参量a,b交换对称性,即Jϕ =Jψ(a↔b).值得注意的是,在计算角动量时,可以发现:高阶

修正Komar势中含曲率张量的项与原初Komar势对角动量有相同的贡献,因此,前者完全可以由后者覆

盖.这样,原初的Komar积分也足够可以给出五维最小规范超引力中最具一般性的渐近AdS黑洞的角动量,
这正是文献[12]求解角动量时所采取的做法.但是,当计算质量时,与曲率张量相关项的贡献却是决定性的.

最后,对结果(12)与(13)二者做一个简单评述.当常参量q=0时,也就是黑洞不带电时,由度规(1)描述

的带电转动渐近AdS黑洞回到了爱因斯坦引力中的五维中性转动Kerr-AdS黑洞,在此情形下,(12)与(13)
两式给出的质量与角动量等守恒量与文献[9]中得到的结果完全一致;当q=0且ℓ=0时,对应于五维渐近

平直的 Myers-Perry黑洞情形,(12)与(13)二式正好是文献中给出的标准结果.此外,文献[12]采用了原初

的Komar公式得到了黑洞(1)的角动量,在此基础上,再来通过对热力学第一定律积分的方式得到(12)式中

的质量,并不是经由质量的一般性定义来导出的.因此,本文中的守恒荷定义(11)式相当于给出了五维最小

规范超引力中渐近AdS时空的质量与角动量的统一表达式.

2 与协变相空间、BBC以及ADT等标准方法给出的结果比较

把上一节中得到的结果与三种有关引力理论守恒荷定义的标准方法进行比较.已存于文献中的众多方

法中,植根于诺特定理之上的协变相空间方法[2-4]以及所谓的BBC方法[5-8]二者非常具有代表性.这两种方

法已被证明在协变性引力理论范畴内与精确对称性相对应的守恒荷的定义是等价的,尤其在文献[13]中,本
文作者之一(彭俊金)严格验证了二者在任意奇数维超引力理论中的严格等价性.除此之外,另一种常用于定
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义渐近AdS引力理论守恒荷的方法便是ADT公式[16-19]及其近期的离壳推广定义[20],该方法的实质是在

一个固定的AdS背景时空上对引力场的度规张量与场的运动方程执行线性扰动,再借助于引力场运动方程

的表达式满足Bianchi恒等式这一属性来导出守恒流,进而给出守恒荷的定义.在文献[13]中,业已证明了

ADT定义、协变相空间方法以及BBC方法三者在最小规范超引力理论框架中彼此均是等价的.因此,仅需

与上述三种方法中的任意一种给出的结果进行对比,就可验证本文给出结果的可靠性和普适性.
选择让(12)与(13)两式中的质量和角动量与ADT定义给出的相应结果进行比较.由ADT方法给出的

守恒荷定义可知,只需要把(11)式中的守恒势替换为如下表达式

Jμν
ADT =ξρ∇

[μhν]ρ -hρ[μ∇
ρξ

ν]-ξ
[μ∇

ρ
hν]ρ +ξ

[μ∇ν]h+
1
2h∇

[μξ
ν], (14)

上式中,度规张量的扰动hμν
以及固定背景度规gμν

分别定义为

hμν =gμν -gμν
,gμν =gμν

(m,q=0), (15)
而协变导数算符以及指标的升降均与背景度规相匹配.严格仿照上一节计算质量与角动量的程序,经由烦琐

而冗长的计算后,可以得到与(12~13)式完全一致的结果.因此,得到结论:由类Komar积分公式定义的五

维最小超引力中最具一般性的转动带电且渐近AdS黑洞的质量和角动量与协变相空间方法、BBC方法以及

ADT公式三者给出的结果完全一致,从而验证了本文结果的一般性.尽管如此,不管是由守恒荷定义式自身

的结构来看,还是从计算过程的繁简程度来考虑,相较于经典的协变相空间方法、BBC方法以及ADT公式

三者,基于高阶导数项修正的类Komar积分公式最为简洁.

3 结 论

在本文中,利用高阶修正的类Komar积分公式,得到了五维最小规范超引力理论中带电双转动且渐近

AdS黑洞的质量和角动量等守恒荷,它们分别由(12)与(13)两式给出.这些结果满足黑洞热力学第一定律的

微分形式,因此具有物理意义.不仅如此,它们与协变相空间方法、BBC方法以及ADT公式等三种定义引力

理论守恒荷的经典方法给出的结果完全一致.由于超引力理论包含Chern-Simons项,本文结果进一步支持

修正的Komar积分公式的普适性,与此同时,该公式还提供了定义五维最小规范超引力中渐近AdS时空的

质量与角动量的又一简单有效途径.
尽管本文仅考虑了五维最小规范超引力的情形,相关推导原则上来说可以推广到任意奇数维度的规范

超引力理论.在守恒荷定义(11)式的基础上,还可进一步探究黑洞(1)的热力学第一定律的Smarr公式;把
(11)式拓展到规范超引力理论中渐近AdS黑洞的焓的定义,也是一个非常值得深入探讨的问题.此外,在任

意维度最小超引力框架下,可以尝试建立高阶修正的Komar积分公式与协变相空间方法的一般关系.对这

些问题的回答,期望在未来的研究中找到答案.
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Komar-likechargesforasymptoticallyAdSblackholesin
five-dimensionalminimalgaugedsupergravity

ZouChangli,LiuHuifa,PengJunjin

(SchoolofPhysicsandElectronicScience,GuizhouNormalUniversity,Guiyang550001,China)

Abstract:Asiswellknown,theKomarintegralcanbeusedtodefinethemassandtheangularmomentumofasymptot-
icallyflatblackholes,butitfailstogiveawelldefinitionforthemassofblackholeswithAdSasymptotic.Afeasiblewayto
solvethisproblemistobringthird-orderderivativesoftheKillingvectorintotheconservedpotential.Inthispaper,ontheba-
sisofthehigher-ordercorrectedKomarintegral,weprovideanothereffectivemethodtocomputethemassandtheangularmo-
mentumofasymptoticallyAdSblackholesintheframeworkoffive-dimensionalminimalgaugedsupergravity.

Keywords:Komarintegral;five-dimensionalsupergravity;conservedchargesforgravitytheories;asymptoticallyAdS
blackholes
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