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随机缴费流下DC型企业年金基金的动态投资策略
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摘 要:在连续时间金融市场中建立了具有最低保障约束的缴费确定型(DC)企业年金资产配置模型,选择

Vasicek模型刻画利率,建立新的随机缴费流模型,选择CARA效用函数,在满足企业年金终期财富超过最低保障的

约束条件下得到了使终期财富期望效用最大的配置策略,最后对基金的最优策略进行数值模拟分析,分析结果表明

最优策略具有生命周期投资风格的特征.
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企业年金是企业及职工在参加基本养老保险的基础上,自愿建立的补充养老保险制度,主要有缴费确定

型(DC)和收益确定型(DB)两种模式,我国主要为完全积累的DC型模式.DC型模式具有便于管理、投资工

具选择多样性、发生代际转移少等优点,但存在一个不可忽视的缺陷,即其投资风险主要由参加人自己承担.
企业年金的目的是为参加人退休后提供生活保障,对没有约束的DC型年金计划,有可能因资本市场下滑或

其他因素使年金基金在退休时刻处于极低水平:同时企业年金的投资运营主要由受托人管理,在制度运行之

初,参加人(委托人)难以真正自由选择受托人,也难以对受托人构成制约,存在委托代理风险.因此,在DC
型企业年金的投资管理中可考虑建立最低保障约束,避免因管理不善造成收益过低的风险.

关于最低保障约束下年金基金的投资决策问题,目前国内仅有文献[1]对基金最低收益保障下的资产配

置问题进行探索,但只分析了两类资产下的配置策略.国外对此问题的研究亦不深入,仅有文献[2-4]分别

研究了最低保障约束下DC型年金的最优设计和资产配置问题,但其缴费流模型构建上存在不足,在文献

[2]的研究中缴费流是一个确定的过程,与现实不符,在文献[3-4]的研究中,缴费流模型虽用随机过程刻

画,但没建立和工资模型之间的联系.针对上述问题,本文建立与工资模型关联的随机缴费流模型,对具有最

低保障约束的年金基金资产配置问题进行探讨,是现有研究的进一步拓展.
企业年金基金投资策略选择问题的研究方法主要有两种:一种是随机控制方法,该方法首次由文献[5]

采用,该类研究还有文献[6-9].另一种方法由文献[10]提出,该方法为鞅方法,适用于完全金融市场,运用

此类方法的研究有文献[2-3,11]等.本文在连续时间金融市场中用鞅方法研究带有最低保障约束的DC型

企业年金资产配置问题.创新之处在于构建了一个基于随机工资模型的缴费流模型,在利率和缴费流都是随

机的情况下,得到了投资在各资产上的最优配置策略.

1 模型建立

假设金融市场中有3种资产:无风险资产、股票和债券,基金管理者的决策目标是在退休时刻财富不低

于最低保障约束下选择使终期财富期望效用最大的资产配置策略.
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1.1 金融市场模型

考虑一个无套利、无摩擦、连续时间的金融市场,金融市场的不确定性主要由定义在概率空间 (Ω,F,

P)上两个独立的布朗运动Wr(t),W(t)来刻画.这里,{F(t)}t∈[0,T]是布朗运动生成的滤子流,P 代表历史

概率测度.滤子F(t)代表时刻t可以获得的信息集.年金管理者在3种资产上进行投资:无风险资产(银行存

款)、债券和股票,以下给出利率、债券和股票价格模型.
1.1.1 利率模型

采用Vasicek模型来刻画利率,利率是一个Orstein-Uhlenbeck过程,记r(t)表示瞬时无风险利率,则

r(t)满足如下随机微分方程:dr(t)=a(b-r(t))dt+σrdWr(t),r(0)=r0,其中a,b,σr 为常数,利率表现

出均值回复的特征,参数b代表吸引利率回复的均值水平,a表示均值回复的速度,Wr(t)用来刻画利率的不

确定性,σr 代表利率的波动率.
无风险资产(银行存款)价格过程S0 满足如下方程:

S0(t)=exp{∫
t

0
r(s)ds},S0(0)=1. (1)

1.1.2 债券模型

记期限为T 的零息票债券在t时刻的价格为B(t,T),则对任意t∈ [0,s],B(t,T)满足如下方程:

dB(t,s)
B(t,s)=r(t)dt+σB(s-t)(Wr(t)+λrdt),B(s,s)=1,

其中参数λr 为常数,表示债券的溢价水平,σB 表示债券的波动率.由Vasicek短期利率模型可知,期限为τ

的零息票债券的波动率应为σB(τ)=
1-e

-aτ

a σr.

事实上,要找出市场上所有的零息票债券是不现实的,由于利率模型是一个单因素模型,故只需要找出

一种零息票债券就可以复制出其他的任意一种.考虑到滚动债券的期限K 是一个常数,故本文选择滚动债

券(Rollingbond)作为债券市场的代表,期限为K 的滚动债券在t时刻的价格BK(t)满足如下方程:

dBK(t)
BK(t)=r(t)dt+σK(s-t)(Wr(t)+λrdt), (2)

其中σK 表示滚动债券的波动率,且σK =
1-e-aK

a σr.

1.1.3 股票模型

假设市场上股票在t时刻价格S(t)服从几何Brown运动:

dS(t)
S(t)=r(t)dt+σ1(W(t)+λdt)+σ2(Wr(t)+λrdt), (3)

其中W(t)用来刻画股票市场的不确定性,σ1 表示股票市场的不确定性引起股票价格的波动率,σ2 表示债券

市场的不确定性引起股票市场的波动率.Wr(t),W(t)相互独立,λ表示股票的风险溢价水平,若σ2 >0,则

表示股票市场和债券市场相关并且对利率敏感.
1.2 企业年金的管理

1.2.1 企业年金的缴费流模型

不同于经典资产组合管理模型,企业年金基金投资过程中一直有缴费不断注入,研究企业年金的投资问

题需要建立缴费流模型.记缴费流C(t)表示缴费者在时刻t投入到企业年金基金中的现金流,考虑到现实

中缴费往往是工资的一个固定比例,本文首先建立一个随机工资模型.
假设t时刻缴费者的工资水平L(t)满足如下方程:

dL(t)
L(t)=r(t)dt+σ3(W(t)+λdt)+σ4(Wr(t)+λrdt), (4)

其中,σ3,σ4 表示波动率水平因子,分别表示股票市场和利率的波动对工资波动的影响.
设定t时刻缴款人支付的缴费C(t)为其工资的一个固定比例m,即

C(t)=mL(t). (5)
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1.2.2 企业年金的最低保障

假设0时刻表示参与者参加企业年金的时间,T 时刻代表参与者的退休时间,T'是死亡时间,年金的最

低保障G(T)定义如下:

G(T)=∫
T'

T
f(s)B(T,s)ds,

其中f(t)是退休后t时刻最小瞬时年金函数.假设g 表示通货膨胀率,则f(t)=f(T)eg
(t-T),∀t∈ [T,

T'].
1.2.3 企业年金基金的财富过程

记X(t)(∀t∈ [0,T]为企业年金基金的财富过程,α0(t),αS(t),αK(t)分别表示t时刻投资在银行存

款、股票和债券上的资金,可知

α0(t)+αS(t)+αK(t)=X(t),∀t∈ [0,T],a.s. (6)
同时可得X(t)满足如下方程:

dX(t)=α0(t)
dS0(t)
S0(t)

+αS(t)
dS(t)
S(t)+αK(t)

dB(t)
B(t)+mdL(t).

把(1)~(5)式代入到上式,再结合(6)式可得:

dX(t)=r(t)(mL(t)+X(t))dt+αS(t)[σ1(dW(t)+λdt)+σ2(dWr(t)+λrdt)]+
αK(t)σK(dWr(t)+λrdt)+mL(t)[σ3W(t)+λdt)+σ4(Wr(t)+λrdt)]. (7)

  财富过程X(t)必须满足两个约束条件:首先,因为在0时刻企业年金基金初始财富为0,所以X(0)=0;
另外,在退休时刻,基金财富必须不少于最低保障,故有X(T)⩾G(T).
1.2.4 基金管理者投资的优化准则

选择终期财富的期望效用最大化为企业年金投资决策的优化准则,其中效用函数u 为CRRA函数,年
金基金管理者的决策目标是在终期财富大于最低保障的约束下选择使终期财富效用最大化的配置策略.
CRRA效用函数为

u(x)=
xγ

γ
,∀x⩾0,γ<1且γ≠0,

其中γ 为一常数,代表风险厌恶指数.
则本文所需要解决的最优资产配置问题即为如下优化问题:

maxαS,αK
E[u(X(T)-G(T))],                             

   dX(t)=r(t)(mL(t)+X(t))dt+αS(t)[σ1(dW(t)+λdt)+σ2(dWr(t)+λrdt)]+
αK(t)σK(dWr(t)+λrdt)+mL(t)[σ3(W(t)+λdt)+σ4(Wr(t)+λrdt)], (8)

s.t.  X(0)=0,X(T)⩾G(T).                           

2 最优资产配置策略的求解

对于优化问题(8)的求解分4步来解决.因为企业年金基金在运行过程中不断有缴费流注入,其投资过

程不是一个自融资的过程,所以第1步是引入贷款D(t)把基金投资由一个非自融资过程转化为一个自融资

过程,并求出D(t)的复制策略;又因为在优化模型中有一个终期财富不小于最低保障的约束,所以第2步是

求出复制G(T)的策略把有约束的优化问题转化为一个无约束的优化问题;第3步是求解无约束的优化问

题;第4步是总结前3步得到总的最优配置策略.
2.1 贷款的复制策略

为了把投资变成一个自融资的过程,首先在基金中加入一个对应未来缴纳的缴费额的贷款,这些贷款可

以用未来对应的缴费偿还,记为D(t),

D(t)=-∫
T

t
C(s)B(t,s)ds, (9)

从实践的观点来看,D(t)可以用银行存款(现金)、滚动债券及股票组成的混合策略来复制,求得复制策略
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如下:

αD
S =-∫

T

t
C(s)B(t,s)

σ3
σ1
ds,αD

K(t)=-∫
T

t
C(s)B(t,s)

σB(s-t)
σK

ds,αD
0(t)=D(t)-αD

S(t)-αD
K(t),

(10)
其中αD

S(t),α
D
K(t),α

D
0(t)表示复制D(t)的策略分别投资在股票、债券和银行存款上的资金.

因为缴费流的价值恰好可以偿还D(t),那么剩下的另一部分投资是一个自融资过程,其财富过程记为:

Y(t)=X(t)-D(t),1⩽t⩽s⩽T. (11)

  由D(t)定义可得:Y(0)=Y0=∫
T

0
C(t)B(0,t)dt,Y(T)=X(T).

由(1)~(5)式及(11)式可得:

dY(t)=r(t)Y(t)dt+αY
s(t)[σ1(dW(t)+λdt)]+[σ2(dWr(r)+λrdt)]+αY

K(t)σK(dWr(t)+λrdt),
其中αY

S(t),αY
K,αY

0(t)表示Y(t)分别投资在股票、债券和银行存款上的资金,由(10)式和D(t)的复制策略

可知:αY
S =αS(t)-αD

S(t),αY
K(t)=αK(t)-αD

K(t),αY
0(t)=α0(t)-αD

0(t).
Y(t)的最优配置策略可以通过求解下面的优化模型得到

maxαYS,α
Y
S
E[u(Y(T)-G(T))],

s.t. Y(0)=Y0,

  Y(t)⩾G(T).

(12)

2.2 最低保障的复制策略

为了把有约束的优化问题(12)转化为一个无约束的优化问题,首先从Y(t)中拿出一部分资金来复制

G(T),因为G(t)=∫
T'

T
f(s)B(t,s)ds,可求得复制策略为:

αG
K =∫

T'

T
f(s)B(t,s)

σB(s-t)
σK

ds,αG
0(t)=G(t)-αG

K(t),

其中,αG
K(t),α

G
0(t)为复制G(T)的策略分别投资在债券和现金存款上的资金.

Y(t)中去除复制G(t)之后的部分记为基金Z(t),可知Z(t)的投资是一个无约束自融资的投资过程,
且有如下关系:

Z(t)=Y(t)-G(t)=X(t)-D(t)-G(t). (13)
由(1)~(5)式及(13)式可得:

dZ(t)=r(t)Z(t)dt+αZ
S(t)[σ1(dW(t)+λdt)+σ2(dWr(t)+λrdt)]+αZ

K(t)σK(dWr(t)+λrdt),

其中,αZ
S(t),α

Z
K(t),α

Z
0(t)分别表示Z(t)投资在股票、债券和银行存款上的资金,由(12)式及D(t),G(t)

的复制策略可知有如下关系:

αZ
S(t)=αY

S(t)=αS(t)-αD
S(t),

αZ
K(t)=αY

K(t)-αG
K =αK(t)-αG

K(t)-αD
K(t),

αZ
0(t)=αY

0(t)-αG
0 =α0(t)-αG

0(t)-αD
0(t). (14)

2.3 基金的最优配置策略

基金Z(t)最优配置问题即为无约束优化问题:

maxhS(t),hK(t)E(u(Z(X)))],

s.t Z(0)=Z0, (15)

Z(T)⩾0.
其中hS(t),hK(t)为基金Z(t)分别投资在股票和债券上的财富比例.由(13)式及D(t),G(t)的定义可知:

Z0=∫
T

0
C(t)B(0,t)dt-∫

T'

T
f(t)B(0,t)dt.

  优化问题(14)的求解分两步,定理1的证明是求解(15)的第一步,它给出了相关优化问题的最优解.
定理1 对于优化问题
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maxh1(t),h2(t)
E[u(Z(T))],                       

dZ(t)
Z(t)=r(t)dt+h1(t)(dW(t)+λdt)+h2(t)(dWr(t)+λrdt),

s.t. Z(0)=Z0,Z(T)⩾0.                      
其最优解为

h1(t)=
λ
1-γ

,h2(t)=
λr

1-γ-
γ
1-γσB(T-t). (16)

  证明 假设dZ(t)
def
dZ(t)/Z(t),其中Z 是一个半鞅,因为

dZ(t)
Z(t)=r(t)dt+h1(t)(dW(t)+λdt)+h2(t)(dWr(t)+λrdt),

所以目标函数等价于

E[Z(T)γ]=Zγ
0E[exp(γZ(T)-

1
2γ
)<Z>T], (17)

同时可得:

dZ(t)=r(t)dt+h1(t)(dW(t)+λdt)+h2(t)(dWr(t)+λrdt).
  由上式可得:

Z(T)=∫
T

0
r(t)dt+∫

T

0
h1(t)(dW(t)+λdt)+∫

T

0
h2(t)(dWr(t)+λrdt),

因此有下式成立:

γZ(T)-
γ
2
<Z>T =γ∫

T

0
h1(t)dW(t)+γ∫

T

0
h2(t)dWr(t)+

∫
T

0
[-

γ
2
(h2
1(t)+h2

2(t)+γ(r(t)+h1(t)λ+h2(t)λr)]dt.

又因为

dr(t)=a(b-r(t))dt-σrdWr(t),
设 H(t)=-at,dN(t)=abdt-σrdWr(t),则有

dr(t)=r(t)dH(t)+dN(t),
解之可得:

r(t)=eH(t)(r0+∫
t

0
e-H(s)dN(s))=(r0-b)e-at+b-σr∫

t

0
ea
(s-t)dWr(s).

  把 H(t),dN(t)代入可得:

∫
T

0
r(t)dt=C1-∫

T

0
g1(t)dWr(t),

其中

C1(r0-b)1-exp(-aT)
a +bT=(r0-b)

σB(T)
σr

+bT,

g1(t)=σr
1-exp(-a(T-t))

a =σB(T-t).

  由拟鞅可选定理知

γZ(T)-
1
2γ
<Z>T

def
MT -

1
2
<M>T +AT, (18)

其中M 是一个鞅,而A 是一个如下递增过程

AT =γC1+γ∫
T

0
(λh1(t)-

1-γ
2 h2

1(t))dt+γ∫
T

0
(λrh2(t)-

1
2h

2
2(t)+

γ
2
(h2(t)-g2(t))2)dt,

MT =γ∫
T

0
h1(t)dW(t)+γ∫

T

0
(h2(t)-g1(t)dWr(t)),
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由(17)、(18)式可知,目标函数可表示为

E[Z(T)γ]=Zγ
0E[exp(MT -

1
2
<M>T +AT)].

又因为

E[exp(MT -
1
2
<M>T)]=1,

所以只需要找出使得AT 最大的h1(t),h2(t)即是定理1中优化问题的最优解,则由一阶必要条件可得

h1(t)=
λ
1-γ

,h2(t)=
λr

1-γ-
γ
1-γσB(T-t).

  在定理1的基础上可以得到推论1,推论1给出了问题(13)的最优解.
推论1 最优策略Z(t)为

hS(t)=
λ

(1-γ)σ1
,hK(t)=

λrσ1-λσ2
(1-γ)σ1σK

-
γ
1-γ

σB(T-t)
σK

,h0(t)=1-hs(t)-hK(t),

其中,h0(t),hS(t),hK(t)是最优策略分别投资在股票和债券上的财富比例.
证明 因为hS(t),hK(t)是Z(t)分别投资在股票和债券上的财富比例,所以

hS(t)σ1=h1(t),hS(t)σ2+hK(t)σK =h2(t). (19)
把(15)式代入到(19)式中可得:

hS(t)=
λ

(1-γ)σ1
,hK(t)=

λrσ1-λσ2
(1-γ)σ1σk

-
γ
1-γ

σB(T-t)
σK

.

2.4 企业年金基金X(t)的最优配置策略

假设用Z(t)的最优配置策略进行投资得到的财富过程记为Z*(t),可知

Z*(t)=X(t)-G(t)-D(t). (20)

  所以,由(13)式可得,企业年金基金X(t)投资在3种资产上的资金等于D(t)及G(t)的复制策略和基

金Z(t)的最优配置策略分别投资在3种资产上的资金之和,其中

αS(t)=hSZ*(t)+αD
S(t),

αK(t)=hK(t)Z*(t)+αD
K(t)+αG

K(t),

α0(t)=h0(t)Z*(t)+αD
0(t)+αG

0(t).
此即为优化问题(8)的最优解,也是年金基金X(t)在3种资产上的最优配置策略.

3 数值模拟分析

以下对理论模型所得到的最优资产配置策略进行数值模拟分析,市场模型及缴费率模型中所涉及参数

如表1所示.
文中设定个体参加工作的年龄为20岁,退休年龄为60岁,工作期(年金基金积累期)T=40年;根据第

六次全国人口普查详细汇总资料,2010年我国人口平均预期寿命为74.83岁,而国家统计局资料显示,2010
年高收入国家及地区为79.8岁,考虑到随着生活水平和医疗条件的提高,人的预期寿命会增加,因此设定退

休后的平均余寿T'-T=20年;世界银行认为,公共养老金(在我国为基本养老金)和企业年金的目标替代

率水平分别为40%左右、30%较为适宜,故文中设定企业年金对应最低保障的目标替代率为25%:文中风险

厌恶指数γ=-1(对应的风险厌恶系数为2).
以下对最优资产配置策略进行数值模拟分析,考察积累期配置策略的在各资产上逐年的配置数量(相对

于退休最后一年工资水平的份额)均值、配置权重的均值及其动态调整趋势.在设定的情形下进行1000次

蒙特卡洛模拟,模拟程序由 MATLAB7.0编制,图形由Excel2007实现.
由图1、图2可得如下结论:
(1)基金在投资的中前期总是通过短期贷款融资,并将所融通的资金投资于债券,直至投资期结束的前

10年减少短期贷款,临近退休期的前7年开始卖出债券、持有短期存款:债券的持有数量先持续增加直至投
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资后期,临近退休前减持债券、数量急速

递减:股票的持有数量在整个投资期呈光

滑递增趋势.
(2)股票的配置权重逐年递减,这和

生命周期投资风格一致:债券的配置权重

和持有数量在三类资产中最高,但随着投

资年限的增加其配置权重也呈递减趋势:
越临近退休,持有的现金数量越多,其配

置权重呈逐年递增趋势,但观察投资后期

几年可知,即使临近退休,基金仍然采取

分散化投资策略,并没有将资金完全配置

于某一类资产.
表1 模型参数设定

Tab.1 Modelparametersetting

利率模型参数

均值回复速度a 20.0%

利率均值水平b 3.5%

利率波动率σr 2.0%

初始利率r0 5.0%

债券模型参数

债券期限K 20.00

短期风险溢价σKλr 1.50%

债券波动率σK 9.82%

债券风险溢价水平λr 15.28%

缴费流模型参数

短期风险溢价σwλr 1%

基于债券市场波动的波动率σ4λr 3%

基于股票市场的波动率σ3λr 2%

初始工资水平w0 100

缴费比例m 8%

———

———

股票模型参数

与利率的相关系数σ2/σS 30.00%

股票市场的波动率σS 20.00%

股票风险溢价水平λSσS 30.00%

基于债券市场波动的波动率σ2 6.00%

股票风险溢价水平λS 30.00%

基于股票市场的波动率σ1 19.08%

基于股票市场波动的风险溢价λ 26.64%

   注:(1)表中σK = (1-e-ak)/aσr,σ2=σS
σ2
σS

( ) ,σ1= (σ2S -σ22)
1
2,λ=

λSσS -λrσ2
σ1

.(2)表中参数设定部分借鉴文献[2]设定.

4 结束语

本文研究了最低保障约束下,企业年

金财富终值期望效用最大化的资产配置

问题.贡献主要有两方面:一是构建了三

类资产上(现金、债券和股票)的资产配置

优化模型,较易被实际决策所采用;二是

在随机缴费流和随机利率的基础上构建

资产配置模型,可望得到更科学的优化配

置策略.但本文的不足在于得到的策略是

一个现金空头策略,这在基金的实际运营

中往往受限,虽可利用远期合约帮助实现,但若实际市场不存在相应的金融产品时则优化模型需加上一个非

负约束.
在未来研究中,对于该问题可作如下探索:(一)金融市场模型的拓展,刻画利率、债券和股票价格的模型
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很多,目前的研究大多在经典模型假设下进行,下一步研究可在其他利率模型(如仿射模型)和股票价格模型

(如随机波动率模型)下展开;(二)在不同的优化准则下探讨DC型年金的资产配置问题,不同的优化准则对

应着基金管理者不同的决策目标,设计不同的方案,根据年金设计方案的不同调整优化准则也是一个研究方

向;(三)随机寿命的引入,目前年金投资决策问题的研究中,往往设定参与人的寿命是确定的,而现实中寿命

具有随机特征,未来研究可考虑随机寿命的引入.
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OptimalinvestmentstrategiesforDCoccupationalpensionfundbasedstochastic
contributionflowmodel:undertheconstraintofaminimumguarantee

ZhaiYonghuia,WangYiweia,GaoQinghuib

(a.BusinessSchool;b.CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

Abstract:Inthispaper,theassetallocationmodelforDCoccupationalpensionfundwiththeminimumguaranteecon-
straintinthecontinuoustimefinancialmarketisestablished.ThepaperselectsVasicekmodeltodescribeinterestratesandcon-
structsanewstochasticcontributionflowmodel.WechooseCRRAastheutilityfunctionandobtainstheoptimalstrategiesthat
maximizetheexpectedutilityoftheterminalwealthundertheconstraintofaminimumguarantee.Finally,theanalysisofnu-
mericalsimulationfortheoptimalstrategieshavebeengiven,andtheresultsshowthattheoptimalstrategieshavethesame
featureaslifecycleinvestmentstyle.

Keywords:occupationalpensionfund;minimumguarantee;stochasticoptimalcontrol;martingalemethod
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