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摘 要 ：在有限P群中引进另一个新的子群概念一I嚷(G)，即G的所有珥子群的交．I (G)是G的特征子群， 

并且 I (G)就是群 G的所有非交换子群的交．对于P 阶群G而言，本文完全分类了 l I (G)1分别为P 和P 的 

P 阶群 G． 
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中图分类号 ：O152．1 文献标志码 ：A 

利用群的某些子群性质研究群的性质及结构是群论研究的一个常用方法．而正规子群和特征子群在群 

论研究中起着极其重要的作用．对于有限P群G而言，两个重要的不同于一般有限群的正规子群就是 Q (G) 

和 (G)．这里 (G)一(n∈G l口 ‘一l>， (G)一(口 I口∈G>．它们在有限P群研究中起着极其重要的 

作用．1973年，M．I．Golovanov[1 在有限 P群中引进了一个新的子群概念一I (G)，即有限P群G的所有 

阶子群的交．容易看出，I (G)是 G的一个特征子群．M．I．Golovanov_1 给出了 l I。(G)l一2的有限2群及 

G／I (G)的分类．安立坚等[2 完全分类了 f I。(G)l=4的有限2群，张勤海等 。 完全分类了I (G)兰Cp,一 和 

I (G)兰 Cp一 的有限 P群(p> 2)． 

设 G是有限P群．受 以上结果的启发，本文引入另一个新的子群概念 ～I吒(G)，即 G的所有 l啊子群的 

交．所谓 磁 群是指群G的每个指数为户 的子群都交换，但G至少有一个指数为户H 的子群非交换．显然 鲳 

群即为内交换 群．对于志 3，磁 已被完全分类，姐 和 群分类可见文献[4—5]．容易证明，I盔(G)是G 

的特征子群，并且 I业(G)就是群 G的所有非交换子群的交． 

本文目标就是利用 I (G)来研究群G的结构．研究了 I鲳(G)I与磁 群之间的联系．最后利用 和鲳 

群的分类得到 『I (G)『分别为 和 的群G，见本文定理1，定理2和定理3．为方便起见，本文所讨论 

的群均为非交换的有限 P群． 

1 预备知识 

下面介绍本文所要用到的一些概念和结果．基本的概念和符号见文献[63．另外，G∈磁 表示G是一个或 

群， 一{G I G的非交换真子群的生成元个数都为2)， ={ ∈ I G ≠1且G 鲳)， 一{G∈瓯 I 

G有交换极大子群}，以 ==={G∈ 纫 f G无交换极大子群)， (2)一 {G∈ 9 l d(G)一 2)， (3)一 

{G∈ l (G)一3}， 一 {G∈以 I G既非亚循环群又非极大类 3群)． 

引理 1̈7 设 G为P群．若G∈ (3)，则 G∈ ． 

引理 2[7] 设 G为P群．若G∈ 且 I G J—P ．则 G∈ ． 

引理3_7 设 G∈ (2)，f(G)一c．若 P一2，则 G亚循环． 

引理4l_7 设 G∈ ．则 G∈ ． 
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引理 5r8] 设 G为有限P群，P> 2．若 G的每个极大子群H 都d(H) 2且 (G)> 2，则 f G f P ． 

引理 6『6 设 G是内交换 P群．则 G为下列互不同构群之一 ： 

(1)Q8； 

(2)Mp( ，m)一 <a，b I ap 一bp 一 1，n 一a1+p >，，z三三=2．(亚循环)； 

(3)A ( ，m，1)一 <ga，b，C l a ===b 一 C 一 1，[n，6]一c，[c，口]一 [c，6]一 1>， m． 

当 P一 2时，m+n 3．(非亚循环)． 

引理7[6 设G是二元生成有限非交换P群，则G亚循环当且仅当 ===G／~(G )G。是定理2．8中的(1) 

型群或(2)型群．又，G非亚循环当且仅当G非亚循环，即G是定理2．8的(3)型群，但是要除去M2(1，1，1)竺 

D8． 

引理 8[6 设 G是亚循环P一群，P为奇素数．则 

G= (n，b I ap “= 1，bpr- 一 np ，n6一 口1+芦 )， 

其中r，S，t， 是非负整数且满足r三三=1， r，对于参数 r，S，t，U的不同取值，对应的亚循环群互不同构．用 

(r，S，t， > 来记这个群． 

引理 9_6] 设 G是亚循环 2一群 ，它没有循环极大子群．则 G有下列类型 ； 

I型群(通常的亚循环群)：G一 <n，b l a。 一1，b。 一a。 ，n 一n >．其中r，S，t， 是非负整数且 

满足 r 2，“ r． 、 

Ⅱ型群(例外的亚循环群)：G=：=(n，b l n2件 +“===1，b 件 ===a2r--~-v+t'ab一口一1+2 )中r，s，￡， ， ， 是 

非负整数满足 r 2，t r，“ 1， 一跗 =旬 一0，且若 t r一1则 U一0． 

引理 1O[6] 设 l G I— P”，G有P 阶循环极大子群(口>，则 G有下述 7种类型： 

(1)P 阶循环群 ：G一 (口>，ap⋯ 一 1， 1； 

(2)(户一 ，户)型的交换群：G一 (口，6 J ⋯ 一b 一l，[口，6]一 1>． 三三=2； 

(3)P≠ 2，n 3，G一 (口，b l ap一 一bp一 1，[n，6]：：=ap >； 

(4)广义四元数群 Q ，2 3，G一 (口，b I口 一 一 1，b 一 日 一 ，口 一 a一 >； 

(5)二面体群 D2n：72三三三3，G一 <n，b I口 ⋯ 一 1，b。===1，a ===a >； 

(6) 三三=4，G一 (口，b l a 一 1，b 一 1，口 一 口 + ’r >； 

(7)半二面体群 SD " 4，G= (n，b l a 一 ： 1，b 一 1，a 一 a +2 >． 

引理 ll[g] 设 G为有限群， G．则 (G)N／N (G／N)． 

引理 12 对于亚循环群 G，则 G为A 群当且仅当 I G l—P”． 

引理 13[】1] 设 G===< ， z，⋯， >是非交换 P群 ， (G)一 ．则 G的极大子群分别是 ： 

M 一 < (G)，z ，⋯ ，z )，(1个) 

Mi = < (G)，z1 ，z3，⋯， )，(户个) 

一 ( (G)，zlz ，z2z ，z4，⋯，z >，(P。个) 

M 】 
一 1

一 ( (G)，z1z ，z2 ， 3z》，⋯， 1 ，i{r >，( 个) 

其中 i，一 0，1，⋯ ，P一 1，J一 1，2，⋯， 一 1． 

2 I (G)的一些性质 

首先介绍一个有限 P群的重要结论，见引理 14．由这个引理得到一些 I龋(G)的性质，见引理 15． 

引理 14 设 G为非交换的有限P群．则 G的交换极大子群的个数只能是 0，1或 1+P． 

证明 若 G至少有两个交换极大子群 ，下证 G有 1+P个交换极大子群．设 M ，M2是 G的两个交换极 

大子群．则可证z(G)一M】n M2．事实上，由于G—Ml M2，叉EM,n M2，M1]=[M】n M2，M2]一 1，从而 

M n M2三三三Z(G)，又G非交换，故 I z(G)I ～．又 l Ml n M2 l—I M l I M2 l／1 G l=：= 一．于是 Z(G)一 

M1 n M2．进一步地，由G非交换可知G／Z(G)三三三C ×C ．设M是G的交换极大子群．断言M三三=Z(G)．若否， 
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则 G—Z(G)M，从而 G交换，矛盾．显然包含 Z(G)的极大子群都是交换的．从而G恰有 1+P个交换极大 

子群． 

引理 15 设 G是非交换的 P 阶群且 G 鹤 ，则 

(1)I氲(G)交换 ； 

(2)f I (G)『 ； 

(3)若 l I西(G)l一 户 (2 愚 一2)，则 G∈鸥，鲳 ，⋯，或 磁； 

(4)若 I I (G)I— (2 是)，则 (G) 尼． 

证明 (1)若否，由于G 鲳 知，IA (G)<G．取G的非交换子群M使 J M ：IA A (G)I—P．设d(M)一 

d，则 d 2．设 H<·M 且H ≠ IA (G)．则可证 H =1．若否，则 H IA (G)．又 I M ：H I=l M ：Ia (G) 

I—P，比较阶可得 H =Ia (G)，与 H的取法相矛盾．这说明除IA1(G)外，M的其余极大子群都交换．又由引 

理 13可知M 的极大子群的个数为 1+P+P +P。+⋯+P ，进而M 的交换极大子群的个数为(1+P+ 

P +P。+ ⋯ +P 一1)个 ，与引理 14矛盾． 

(2)若否，由G 西 可得 I码G≠G，从而 l I喝(G)I=== ．又由G 可知G至少存在一个非交换的 

极大子群，设为 M．则 M I (G)．比较阶可知M ==：I (G)．又由(1)知 I (G)交换．矛盾． 

(3)对于任意取定的k(2 尼 ，2—2)，因为 『I (G)I一 一 ，所有我们断言G的所有阶为p 的子群 

都交换，于是 G∈磁 ，码 ，⋯，或 珥．若否，G存在阶为 的非交换子群 H．显然 H 三三=I (G)．比较阶可知 

H — I西(G)，这与(1)矛盾． 

(4)不妨设 (G)一s>足．由引理 13得，G的极大子群的个数为 1+P+P +⋯+P 个．令 t===2+ 

P+P。+⋯+P一．由引理 14知，G至少有t个非交换的极大子群．设 M1，M2，M3，⋯， 为G的t个非交换 

的极大子群，N为这些非交换极大子群的交．断言 J N l 一．若否，不妨设 l N I三三= 一．由于M G，从 

而 N G．考虑G／N．由 I G／N『 P 知，G／N的极大子群个数不超过1+P+⋯+ 个，又Mf／N是G／N 

的t个极大子群，显然 t> 1+P+⋯+P ，得到矛盾．又 Il丑(G) N，从而 l I (G)l l N I H ，这 

与 l I西(G)J— 矛盾． 

3 l I (G)I为 P 或者 P 时的有限 P群的分类 

文献[5]中给出了 群的分类，文献[7]中给出了所有非交换真子群都二元生成的有限P群的分类，因 

此定理 1即是 I I (G)l—p 的群 G的分类，由引理 15(3)知，当 I I吐 G)I一户 时，G∈ ．因此定理 2 

和定理 3即是 『I西(G)I— 的群 G的分类． 

定理 1 设 G是P”阶群，则 1 I (G)1一 铺G是二元生成的 群． 

证明 ( )由引理 15(3)可知 G∈ ．由引理 15(4)可知 (G)： 2． 

( )由G∈ 知 I雹(G)三三= (G)．又由 (G)一 2知 I (G)J— 一 ，从而 『I西(G)l三三三 一．由引理 

l5(2)可得 I西 (G)I= ～ ． 

定理 2 设 G是 P 阶 群．则 I I面(G)l一 声 ∞ (G)一 3． 

证 ( )若否，则 d(G)=2，由定理 1可得矛盾．( )由G∈ 知I西(G) (G)，又由 (G)一3知 

l (G)I一户一 ，从而 I I (G)J 一．由于G ，根据引理 15(2)知 I I (G)f 一．由于 (G)=3， 

根据定理 1知 l I (G)I≠ 一 ，从而 I I西(G)『一户一． 

引理 16 设 G是P 阶群．若 I I斌(G)l— 一 ，则 G的所有非交换真子群都二元生成． 

证明 由于 1 I (G)l— 一 ，根据引理 15(3)可知 G∈ 或 鲳．若 G∈ ，则G的非交换真子群 

H ∈奶．从而引理的结论成立．下证若G∈ ，则结论也成立．若否，则存在M<·G，M ∈A 且 (M)：3． 

由定理 2知 l I (M)I一户一．又 I (M)三三=I (G)，于是 f I (M)f I I (G)l，矛盾． 

引理 17 设 G是P 阶的非亚循环的妈 群，P>2．若G的任一 子群 H满足d(H)一2，则 (H)= 

u1(G) (G )G3． 

证明 显然 G的所有非交换真子群都二元生成．因此 G∈ ．显然 (G)一 2或 (G)：3． 
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下证 (G)≠3．若否，分两种情况讨论．情况1：设G有交换极大子群．即G∈ (3)．由引理1知G∈ ， 

与G∈蜗 矛盾．情况2：设G无交换极大子群．由 (G)一3知G非极大类群且G非亚循环群，于是G∈以． 

由G∈妈 知 l G l P ．又由引理 2可得 I G I≠ P ，从而 l G I≥ P ．由于 G无交换极大子群，从而 G的所 

有极大子群都二元生成．又 P> 2，根据引理 5可知 I G l P ．与 1 G I P 矛盾． 

下设 (G)一2．令 —G／~(G )G。．显然G是内交换群．由于 G是二元生成的非亚循环群，因此根据引 

理7可设 一< ，b—J ap 一占 一 一1， ， 一 ，臣，习一 ，；]一1>．则有G／u (G) (G，)G兰 —vl(—G)一 

G ，(G)．因为P>2，于是有u (G)一(a—p，一bp>，从而有 l u (G)I—P ～，进而有 l G (G) (G )G3 I：P。， 

于是 G 。(G) (G )G3三三三G／—vi(—G)是方次数为 P的P。阶内交换群，故而 H／ (G)＼ (G )G。是 P 阶的初 

等交换 P群．由引理 11得 (H)v (G) (G )G3／v (G) (G )G3 (H／v (G) (G )G )一 1．因此 (H) 

u (G) (G )G。．由H<·G且 (H)===2知 l (H)l= 一．又 I G／u (G)＼ (G，)G3 I—P。，比较阶知 (H)=== 

u1(G) (G )G3． 

定理 3 设 G是 P 阶 鲳 群．则 

(1)若 G非亚循环，则 I I西(G)1一P 。 G是所有非交换真子群都二元生成的群． 

(2)若 G亚循环，则 I I西(G)I一 G是下列群之一：D ，Q SD 有交换极大子群的例外亚循环． 

证明 (1)( )由引理 16可知． 

(e)下证 G不是2群．若否，设 G是 2群．显然G∈ 。或 ．若G∈ ，由于G的所有非交换真子群都 

二元生成，从而 (G)一2或 3．因此G∈ (2)或 。(3)．若 G∈ 2(3)，由引理 3可得矛盾．若 G∈92(2)， 

由引理 3可得矛盾．若 G∈ ，由于G非亚循环，则 G∈ ．由引理4可得矛盾． 

由于 G∈ 妈 ，根据引理 15(2)可得 l I (G)I 户一 ．又由定理 1知 I I (G)I ～ ．设 S为G的所有 

子群组成的集合．则 I (G) (G)n (n (M))．设 H是G的一个 子群．由G不是 2群，根据引理 

17可得 n (M)一 (H)=￡， (G) (G )G3．显然 J (H)J一户一．从而 J I (G)J J (G)n (H)J— 

l (H)I一户 。，故 1 I西(G)1一 P 。． 

(2)( )引理 8，9，10给出了非循环的亚循环群的分类．由引理 12知 ，G是下列 4类群之一． 

(i)奇素数亚循环 鲳 群 ： 

G一 <a，b l np 一1，bp 一ap ，n 一a1~ >，其中r，s，t为非负整数且r三三=1． 

(ii)通常亚循环 鲳 一2群 ： 

G一 <口，b f a。 一 1，b 一a ，口 一口 )，其中r，S，t为非负整数且r 2． 

(iii)例外亚循环 妈一2群： 

G一 <a，b l n2 一 1，b。 一 a2r+s+v+t'，a 一 口一 + 
． 其中 r，s，t，t ， 是非负整数，r+s+ +t + 

U 一 4，r 2，t r， 1， 一 一 幻 一 0． 

(iv)有循环极大子群的亚循环群的 玛 一2群 ：D Q。 ，SD。。． 

对于(i)，容易得到(ap ，6>和<口，bp )都是非交换群．由l(ap ，6>n(口，bp‘>I—I(ap ，bp >I—P。件 H可 

知 ，I I I 一 ． 

对于(ii)，与(1)类似有 l<口 ，6>n <a，b >I—I<a ，b >I．从而 I I吐(G)I 2一． 

对于(iii)，根据引理 13可求的G的极大子群分别为：M 一(口，b >，M2一<n。，6>， 一(ha，a >．类似的， 

易得 M1的极大子群分别为：M 一 (n，b >；M = <6。，n >；M1。一 (6。口，a。>．M2的极大子群分别为：M2 一 

<口 ，b >，Mz2一(6，口 >，Mz3一(ha ，a >．M3的极大子群分别为：M31一(n ，b。>，M32一(ha，a >，M33一 (ba。， 

a >． 

由于 r+S+ +t + ===4且 r三三三2可知，5+t + 一0，1或 2．当 s+t + 一 0或 1时，Z(G)一 

< 口 ><b >．当S+t +U一2时，Z(G)一<口。。>< b >．若G无交换极大子群，则 b。∈Z(G)．G的所 

有非交换 子群为 ：M1，M2，M3，M1 ，M1。，M2 ，M2 ，M2。，M3 ，M3 ， 。．因此，I (G)一 M1 n M2 n M3 n 

M12 n M1。n M2 n M2z n M2。n M31 n z n M3。一 <n ，b >．此时l I西(G)I一 一． 
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( )若 G是有交换极大子群的例外亚循环2群，则 G是(iii)中的群且b。∈z(G)．G的所有非交换子群 

为：M2，M3，M2z，M2。， z， 。．故，I (G)===M2 N M3 N M2z N M2s N z N M3。一(口 ，b >．此时 I I (G)J— 

p一 ． 

若 G是D sz，Qsz或 SD。z，容易算出 l I (G)I— P一． 
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The Intersection of Non-‘abelian Subgroups of Finite P。。groups 

LI Pujin，CAO Chenchen 

(School of Mathematics and Computer Science，Shanxi Normal University，Linfen 041004，China) 

Abstract：In this paper，we introduce a new concept一 略(G)，the intersection of all磁 subgroups of G． (G)is a char— 

acteristic subgroup of G and (G)is the intersection of all non-abelian subgroups of G．Let the order of G be P ．We give 

complete classifications of G with I (G)I—p．-2 and I (G)I—P ，respectively． 

Keywords：磁 group；finite p-groups；intersection of subgroups 


