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仿 Laguerre特征值及 Laguerre等参超曲面研究 

胡传峰 ，姬 秀 

(长江大学 文理学院，湖北 荆州 434000) 

摘 要 ：设z：M一 是主曲率非零的无脐点超曲面，若X满足Laguerre形式C等于0，且所有Laguerre主曲 

率都是常数，则称 32是 Laguerre等参超曲面．证明了当 Laguerre形式 C等于 0时，若 Laguerre主曲率是常数 ，则仿 

Laguerre特征值为常数；若仿 Laguerre特征值为常数且 非零 ，则 Laguerre主曲率是常数． 
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l 主要结果 

设 UR”是 上的切向量丛，则 中的中心在P半径为r的定向球可以被看作是UR 中的定向球{(z， 

)I —P===喀}，这里 z和 分别是定 向球的位置 向量及单位法 向量 ；R 中具有常单位法向量 及常实数 d 

的定向超平面可以被看作是 UR”中的定向超平面{(z， )I-z· 一d}．微分同胚 ：UR”一 UR 被称为是一 

个 Laguerre变换，如果它能将定向超平面变为定向超平面，定向球变为定向球并保持两球之间的切距离． 

UR”中的所有Laguerre变换构成一个群，称为 Laguerre变换群． 

文献[1]研究了R。上曲面的 Laguerre几何，接着文献[2]建立了R”上超曲面的 Laguerre微分几何框 

架 ，定义了 Laguerre度量 g，Laguerre张量 L，Laguerre第二基本形式 B，Laguerre形式 C等 Laguerre不变 

量，并且在Laguerre度量g下建立结构方程及可积条件，近年来，对Laguerre几何的研究已取得了较大进展， 

尤其，Laguerre等参超曲面的分类的研究取得了更大的发展．文献E3-1分类了R 中的Laguerre等参超曲面； 

本文作者也对 Laguerre等参超曲面进行了深入研究(见文献[4—8])． 

称 D =：=L 4-AB是仿Laguerre张量，这里 是常数．易知仿 Laguerre张量也是Laguerre不变量，称其 

特征值为仿 Laguerre特征值．本文研究Laguerre等参超曲面与仿Laguerre特征值之间的关系，得到了如下 

定理． 

定理 1 设 -z：M一 是主曲率非零的无脐点超曲面，且 Laguerre形式等于零，则 

1)当z是 Laguerre等参超曲面时，仿 Laguerre张量 D 的特征值为常数； 

2)当仿 Laguerre张量 D 的特征值为常数时， 是 Laguerre等参超曲面( ≠ 0)． 

注记 当 一0时，D 一L．由文献E9]知 Laguerre特征值为常数的超曲面不一定是Laguerre等参超 

曲面． 

2 R 上的超 曲面的 Laguerre几何 

本节，给出R 上的超曲面的Laguerre不变量及结构方程，更详细的内容参考文献[2]．设R 是按以下 

方式定义内积的Lorentz空间： 
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< X，y> 一一 X1y1+ X2 y2+ ⋯ + X井2y计2一 X抖3y井3， 

定义光锥 C井。和 Laguerre变换群 LG 为 

C 一 {X ∈ R 。l< X，X> 一 0}， 

LG 一 {T∈0( +1，2) I T一 }， 

这里 一 (1，一 1，0，O)是类光 向量，0∈R ． 

设{P “，e，r }是 TM 在 dz· 下的标准正交基，则 X的结构方程为 

( ( ))=∑ P ( )+ki8 ，ei( )一一kie (z)，1三三三i,j，k⋯ 一1， 

这里k ≠o是相应于 的主曲率．设 一 1和r=== ± 分别是z的曲率半径和平均曲率半 

径 ，定义 

Y— p(x· ，一z· ， ，1)：M — C R矿 ， 

其中ID=：：√∑ ( 一，．)。>0． 
定理 2Cz 两个超曲面 ，；：M 一 是 Laguerre等价当且仅当存在 T∈LG使得 —yT． 

由定理 2知 

g一<dY，dY>一lD2d ·d —lD。III 

是一个 Laguerre不变量，称为 Laguerre度量，这里 III是X的第三基本形式． 

设 是 g的 laplace算子，定义 

N一 + { <AY，△y>Y， ( ) 

叩一(专(1+l z l )，专(1一I z l )，z，0)+r(x· ，一z· ， ，1)． 

由(1)得 

< y，y > 一 < N ，N > = 0，< Y，N > ===一 1，< ， > ===0，< 叩， > 一一 1． 

取关于 g的标准正交基{E 一，E )，其对偶为{W ”， ，r。}，则有如下正交分解 

R 。===span{Y，N)④ span{El(y)，E2(y)，⋯，E (y))∈9{叩， )． 

因为{y，N，E (y)，E (y)，⋯，E (y)，刁， )是 R矿。中沿着 M 的Laguerre活动标架，所以结构方程可写为 

E (N)一∑L#E (y)+Ci ，E (叩)一一flY+∑B E (y)， (2) 

EJ(E(y))=L y+如N+ E (y)+B ， 

由上述方程可得如下基本 Laguerre不变量：Laguerre度量 g一< dY，dY>；Laguerre第二基本形式 

B一∑B W Wj；Laguerre张量L一∑L W Wj；Laguerre形式C===∑C W ． 

L ，Bd及C 的共变导数定义为 

∑L ，kw 一dL + 

∑B ，kw 一dB + 

B 及 C 的第二共变导数定义为 

∑(L W +L 叫 )． 

∑(B 硼 +B幻W )． 

∑B ，klw 一dB ， +∑(B“，kw +B ，kw。+Bij；1w )． 
1 Z 

2c =dC +∑c W +∑CmW ． 

外微分(4)及‘5)得 Ricci恒等式 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

叫 

C ∑ 

+ 

C 

d  

一 

C 

∑ ， 
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B 一BⅢ ：∑(B R删+B R酬)． 

C 女一C 一∑C zR 

通过对(2)及(3)取导数得 

L 
， 

一 L llJ， 

C 一C =∑(B L旬～L B幻)， 
 ̂

B 一B ===G 一Ck8 ， 

Ri,kl— L强 + L 业一 L 一 L ， 

B 2=l， B —O， B 一 一2)q， L 一一 < △y，AY ， 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

R 一一(n--3)L --(~ L ) ，R===一2(n--2)E L — n二-- 2<△y，△y>． (15) 

当 > 3时，由(14)及(15)知 C 和L 可由{g，B)确定，因此有 

定理3[2 两个超曲面 z，；：M — RnLaguerre等价的充要条件是它们有相同的 Laguerre度量 g和 

Laguerre第二基本形式 B． 

3 定理 1的证明 

命题 1 设 5C：M一 是 Laguerre等参超曲面，则 z的仿 Laguerre张量的特征值为常数． 

证明 由C一0及(11)知，可取标准正交基{e )使得(L )和(B )同时对角化．设 

Bo一 6 ，L 一 ． 

由(16)及 (4)可得 

。 (6{一b，) ===∑B ，kw ． 

对某一固定的 i，令[ ]一 {m l b 一6 }．则当[ ]= [j：]或[ ]===[尼]或[愚]=[ ]时有 

B ， 一 0． 

当[ ]≠ [力 时，有 

硼  一  训 一  

由(6)得当[ ]≠ [ ]时，有 

一  

k k

．  

[ ，[J]u  ̈ 硭[ ]，_J]L， uJ 

由 Ricci恒等式(8)及(19)得 

一  

(bt‰bi ]礼]． 女 [力 一)( 一6 ) 
同理对 Laguerre张量 L，有( 一 )伽 一 W ．再利用(18)得 

( z一 一L ，[妇≠ [ 

在(21)中令 k：J并利用B 一0得 

ei( )一L ， 一L ， 一0，[ ]≠[．j：]． 

为了证明 是常数，只需证明e ( )一0，[z]一[力．对每一个固定的J。，考虑下面两种情况． 

情形 1 存在J，k使得BJoj, ≠o，[．7]≠[ 。]，[志]≠[ 。]，[ ]≠[志]． 

情形 2 对任意的 ，k，有 B ， 一0． 

对情形 1，因为存在J，k 

B ， ≠0'[J]≠[ 。]，[是]≠[ 。]，[力≠[正]． 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(2O) 

(21) 

(22) 
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所以由(21)得 

丝 二丝：：=兰坐兰一兰 ： 二 
bj

。

一 bj B 
。
卅 Brk，J

。 

bk— bj’ 

进而有 

／2ro===(／zk-- ／~r) ． (23) 

由(22)可得 ( )一 ( )一0，i∈[ 。]≠ [点]，[ 。]≠ [ ]．再利用(23)得 

P ( )一0，Ei]一 EJ。]． (24) 

对情形 2，因为对任意的J，k，有 B ，k=：=0．所以由(2O)得 

Rj
。 。 

一 0，J [-j。]．
、 

(25) 

由(13)得 

0===Rj
。 。 

一 一  

。

一  

， J [jo]， 

因此 

一一 ，J EJo]， 

因为e ( )一o，i∈Ej。]≠ EJ]．由上式可得 

P ( )一 0，[ ]一[-j。]． (26) 

由(22)、(24)及(26)得 

e ( )一 0，1 i，J 7／一 l_ 

因此 是常数，1 ≤ 一1．由D 一L+,1B知，仿 Laguerre张量的特征值是常数．证毕． 

命题 2 设 z：M一 是无脐超曲面且 Laguerre形式 C一0，若仿 Laguerre张量D ( ≠0)的特征值 

为常数，则 X是 Laguerre等参超曲面． 

证明 由(11)及Laguerre形式C一0，可得∑ B L 一∑ L B ，进而可得 

∑D B蔚=∑Dr‘kB ． 

因此可取标准正交基{e }使得(D )和(B )同时对角化．设 

B 一6 ，D5一d ． (27) 

对某固定的 i，令 

( )一 {志l d 一 d )． 

则 当( )一 ( )或( )： (忌)时有 

D ， 一 0． (28) 

当( )≠ ( )时，有 

D~r ,k 

2(D ． ) 

、 (dk— )(dk— dr)’ 

(6 一bj)叫 一∑B W女． 

再利用(29)得 

( --bj) 一‰ ㈤ )． 

在(31)中令 k— 并利用 D ， 一0得 

ej(b )一 B岫 一 B ， 一 0，( )≠ (J)． 

为了证明b 是常数，只需证明 (6 )一0，( )一 ( )．对每一个固定的 i，考虑下面两种情况． 

情形 1 存在J，k使得 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

∑ 

碍 

lI 

曲 

R 有 

B  

式 
形 
本 
基 
二 
第 

e H 

L 
对 
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D 
． ≠ 0，( )≠ ( )，(志)≠ ( )，( )≠ (是)． 

情形2 对任意的J，k，有 D J， 一0． 

对情形 1，因为对某 J，忌 

D 
， 
≠ 0，( )≠ ( )，(志)≠ ( )，( )≠ (志)， 

所 以由(31)得 

鱼 二 一 一 ：：： 二 
—  D ， D 

， 
dk— d，‘ 

进而有 

_ ( ，) + ． 

由(32)可得 e ( )： e (6，)===0，Z∈ ( )．再利用 (33)得 

e (6 )一 0，( )一 (Z)． 

对情形 2 因为对任意的J，尼，有D ． ===0．由(30)得 

R 0= 0，J ( )． 

由(13)得 

0一 R 一一 一 ，，J (i)． 

因为 — d 一Ab ，所 以 

(33) 

(34) 

(35) 

(6 + )一 di+ ． (36) 

注意到 ez( )=：=0，z∈ ( )，J ( )．因而当 ≠ 0时，e (6 )一 0，z∈ ( )．由(32)、(34)及(36)得 

e (bj)一 0，1 i，J 一1． 

因此 ，1 J 一1是常数．证毕． 

由命题 1及命题 2得证主要定理．证毕． 
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Para-Laguerre Eigenvalues and Laguerre Isoparametric Hypersurfaces 

HU Chuanfeng．JI Xiu 

(College of Arts and Science，Yangtze University，Jingzhou 434000，China) 

Abstract：Let ：A R be an umbilical free hypersurface with non-zero principal curvature，then x is called Laguerre iso— 

parametric hypersurface if it satisfies two conditions that Laguerre form vanishes and all Laguerre principal curvatures are con— 

stant．In this paper，under the condition of having vanishing Laguerre form，we show that if the hypersurface is of constant 

Laguerre principal curvatures，then its para-Laguerre eigenvalues are constant；and if the para-Laguerre eigenvalues are con— 

stant and A is not zero，then its Laguerre principal curvatures are constant． 

Keywords：Laguerre metric Laguerre form；Para-Laguerre tensor；Laguerre second fundamental form；Laguerre iso— 

parametric hypersurface 
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